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ebenen und zur Schanze e 3 TER Be: 


durch ihre kchlen, > RE a ER: 


ebenen zu einer Kehse e ee 
S 6. Andere Ableitung der vorigen Brennpunktsfläche vierter Ordnung 


$ 7. Schnitte eines Paraboloids mit Parallelebenen zu seiner Achse Bi 


Zentralschnitte einer Fläche zweiten Grades 


zweiten Grades . u. 5 er Te . . . .. . D LE . . > 8: : 


Vorwort. 


Schon in meiner Diplomarbeit zum Fachlehrerexamen am 
eidgenössischen Polytechnikum habe ich geometrische Oerter von 
Brennpunkten ebener Schnitte einer Fläche zweiten Grades unter- 
sucht; die kurze Zeit, die mir damals zur Verfügung stand, ge- 
stattete aber nicht, die Untersuchungen in allen Richtungen 
gründlich auszuführen. Die vorliegende Arbeit schliesst enge 
an die oben genannte an und ist unter der liebenswürdigen Be- 
ratung meines verehrten Lehrers Herrn Prof. Geiser in Zürich 
entstanden, dem ich speziell die Wegleitung bei der algebraischen 
Behandlung der $S 6—8 verdanke. Ich benütze die Gelegen- 
heit, Herrn Prof. Geiser an dieser Stelle meinen warmen Dank 
für seine gehabte Mühe auszusprechen. 

Die Untersuchungen erstrecken sich auf das Ellipsoid, die 
beiden Hyperboloide und Paraboloide; von der Betrachtung aus- 
geschlossen wurden Zylinder und Kegel. Was diese beiden 
letzteren Flächen anbetrifft, verweise ich auf: Prof. Dr. Huber: 
Von den Kegelfokalen, Beilage zum Jahresbericht des Gym- 


nasiums Bern pro 1892/93 und Dr. Stähli, Zylinderfokale in den 


Mitteilungen der naturforsch. Gesellschaft Bern pro 1894. 


re SIE ee Ss 
Schnitte einer zentrischen Fläche zweiten Grades _ Be: 
mit Normalebenen zu Ihren Achsen. 


Die Fläche | 
gE 22 y? 2 224 
BE ee hie, | 

a je nach den Vorzeichen von a?, b* und c? ein Ellipsoid, ein 

einschaliges oder zweischaliges Hyperboloid sein kann, wird von 

der zur z-Achse normalen Ebene z— z, im Kegelschnitt 


IR y? 


1 SE ae RER BE Be, 
er Baur (1 22) 
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geschnitten, dessen reelle und imaginäre Brennpunkte paarweise 
in der yz- und zx-Ebene liegen und bezw. die Koordinaten 


e = 2 ne # Veen lı 2), 2 


len nl we) Ä UU0 rer 


7) oder ; | - 


j Re: Elimination von z, entstehen daraus als Gleichungen 
we in der yz2- und zx-Ebene gelegenen Brennpunktsörter aller 
Normalschnitte ‚zur 2-Achse: 

; ge 2: 
1 ARE re 
ET RER He a? — b? c? 
Von den beiden Kurven ist die eine eine reelle oder ima- 
inäre ne die andere eine Hh yperbel. Die Scheitel der 
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Fläche auf der z-Achse sind gemeinsame Scheitel beider Örter 


(Brennpunkte der Tangentialschnitte). Das zweite Scheitelpaar 
ist je ein Brennpunktspaar des Hauptschnittes mit der zy-Ebene. 


Die Kurven berühren den in ihrer Ebene gelegenen Hauptschnitt 


der Fläche in den Scheiteln auf der z-Achse. 

Für den Fall einer Rotationsfläche zweiten Grades mit der 
z-Achse als Rotationsachse reduziert sich der Brennpunktsort 
auf die doppelt gelegte z-Achse. 

Inn Folgenden wird das Resultat an den einzelnen Flächen 
zweiten Grades besprochen. 


1. Das Ellipsoid. 


Ist die x-Achse die grosse und die z2-Achse die kleine Achse 
der Fläche, so bilden die Brennpunkte der Normalschnitte zur 
2-Achse zwischen den Scheiteltangentialebenen z2= +c eine 
Ellipse in der zx-Ebene und die Brennpunkte aller imaginären 
Schnittkurven ausserhalb dieser Tangentialebenen eine Hyperbel 
in der yz-Ebene. 

Die reellen Schnittellipsen in den Normalebenen zur &-Achse 
haben ihre Brennpunkte in der xy-Ebene auf einer Ellipse und 
die imaginären in der 2x-Ebene auf einer Hyperbel. 

Schliesslich ist der Brennpunktsort für die reellen Normal- 
schnitte zur y-Achse eine Ellipse in der xy-Ebene und für die 
imaginären eine Hyperbel in der yz-Ebene. 


2. Das zweischalige Hyperboloid. 

Die z-Achse sei seine Hauptachse (ce >0, a? <0, 5?<0, 
la?| >|? |). Die Brennpunkte der reellen Normalschnitte zur 
z-Achse liegen auf einer Hyperbel in der z@-Ebene, diejenigen 
der imaginären Schnitte auf einer Bllipse in der yg-Ebene 

Alle zur x-Achse senkrechten Schnitte sind reell, und ihre 
Brennpunkte bilden eine Hyperbel in der zx-Ebene, welche mit 
dem Hauptschnitt der Fläche in dieser Ebene nur imaginäre 
Berührung hat; der andere Ort in der xy-Ebene ist imaginär. 

Analoges gilt bezüglich der Normalschnitte zur y-Achse. 
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3. Das einschalige Hyperboloid. 


Die z-Achse sei die imaginäre Achse (a > b). Alle Normal- 
schnitte zur z-Achse sind reell, und der Ort ihrer Brennpunkte 
in der 2x-Ebene ist eine Hyperbel; der Ort in der yz-Ebene 
wird imaginär. Auch hier hört die reelle Berührung mit dem 
2x-Schnitt auf. 

Der Brennpunktsort für Normalschnitte zur z-Achse, welche 
zwischen den Tangentialebenen in den Scheiteln der x-Achse 
gelegen sind, ist eine Ellipse in der xy-Ebene, für die übrigen 
Normalschnitte zur x-Achse eine Hyperbel in. der zx-Ebene. 

Entsprechendes gilt für die Normalschnitte zur y-Achse. 


S 2. 
Schnitte eines Paraboloids mit Parallelebenen zu den 
Hauptebenen und zur Scheiteltangentialebene. 


Der Schnitt des Paraboloids 
RE 
sta, =00>0 


mit der Ebene 2= z, parallel seiner Scheiteltangentialebene hat 
die Gleichung 


deren Achse und Scheitel mit Achse es ‚Scheitel er Fläche 
zusammenfallen und deren  Halbparameter gleich 
3 
p 
ist. Beide Kurven sind kongruent und berühren bezw. den ur 
und 2z-Schnitt des Paraboloids im Scheitel. zes ER 
Beim elliptischen Paraboloid (a? > 0, b? = 0:8 = Bi 23 
die in der zx-Ebene gelegene Parabel der Brennpunktsort für 
die reellen Schnitte über der xy-Ebene; in der y2-Ebene liegen 
die Brennpunkte der imaginären Schnitte unter dieser Ebene. 
Beim hyperbolischen Paraboloid (a? > 0, b? < 0) ist wieder 
die Barabel in der zx-Ebene Brennpunktsort für die Schnitt“ 


Das Der 
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und hat den Scheitel 
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2 
auf der z-Achse und den Halbparameter | 


Der Brennpunkt des Schnittes besitzt die Koordinaten 
P%o“ b? 
20? p 
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Die Elimination von x, führt auf die in der zx-Ebene ge- 
legene Parabel 
en PLA ee 
p 
als dem Ort der Brennpunkte aller Parallelschnitte zur yz-Ebene. 
Ihre Achse ist die z-Achse und ihr Scheitel der Brennpunkt des 
yz-Schnittes des Paraboloids. 

Der Halbparameter stimmt mit demjenigen des zx-Schnittes 
überein; der Ort ist also kongruent zu demjenigen Hauptschnitt 
der Fläche, in dessen Ebene er liegt. 

Ganz die entsprechenden Bemerkungen gelten für Schnitte 
der Fläche parallel der zx-Ebene. 


8 3. 
Schnitte einer zentrischen Fläche zweiten Grades: 
mit Ebenen durch ihre Achsen. 


2? 


x? y? 
Die Fläche P): ter ET 130 


werde mit einer durch die z-Achse gelegten Ebene 
E)y—ix—=0 


Ba HE 


geschnitten. Die Halbachsen eines solchen Schnittes sind die 
Halbachse ce der Fläche und der Radius vector r eines Schnitt- 
punktes der Ebene E mit dem Hauptschnitt 


I UNE 
ae 
5 a2 2 (1 +23) 
der Fläche. Wegen r? = a 


folgt für die z-Koordinate der auf der z-Achse gelegenen Brenn- 
punkte der Schnittkurve 


2 + Ve? — r? RT ee (+42) 
A a b?+a?42 


Für die Brennpunkte in der xy-Ebene ist 
2 ER RD (ER 
e-+-yzı FE FE c# 
Eliminiertt man hieraus 4 mit Hilfe vony—Ax=0, so 
wird 


2 < ; y? 
+ (Er) tete 0 


(die Gleichung der. Kurve vierter Ördnungin der xy-Ebene, 
auf welcher die Brennpunkte aller Schnitte durch die z-Achse 
liegen. Ihre Achsen sind die x- und y-Achse und ihre Scheitel 
die Brennpunkte des x2- und yz-Schnittes der Fläche. Der 
Nullpunkt ist ein Doppelpunkt und wegen der Symmetrie der 
Kurve zugleich Wendepunkt für beide Kurvenzweige. Die beiden 
Tangenten 


x? y? 
eo 


in ihm werden als Schnittlinien der durch die z-Achse gehenden 
yklischen Ebenen der Fläche mit der xy-Ebene erkannt, was 
sich geometrisch daraus ergibt, dass für die Kreisschnitte die 
Brennpunkte im Zentrum vereinigt sind. Für alle übrigen Schnitte 


durch die z-Achse können die Brennpunkte nicht zusammenfallen; - 


weitere Doppelpunkte hat der Ort daher nicht. 
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Zu den asymptotischen Richtungen wird man durch die 
Gleichung | | 
i m2 Y2 
geführt. Da die Asymptoten durch den Mittelpunkt der Kurve 
gehen, so stellt diese Gleichung die Asymptoten selbst dar. 
Zwei derselben sind imaginär und gehen nach den absoluten 
Kreispunkten der Ebene; die beiden andern sind die Asymptoten 
des xy-Schnittes der Fläche zweiten Grades. Geometrisch liegt 
dies darin begründet, dass für die beiden Tangentialebenen des 
Asymptotenkegels unter den Schnittebenen die Brennpunkte des 
Schnittes im Unendlichen zusammenfallen. 

Bezeichnen 2a’ und 2a die Längen zweier Durchmesser 
der Kurve, welche für den &y-Schnitt der Fläche konjugiert sind 
und als solche die Längen 2a und 2a” haben, so folgt aus 


a?+a?—=a? + 5b? wegen a? =a?’— ce’ unda=a”?—.c?: 
a? 02 —=g2 + 5° 2e: = konstant. 


Man erhält so für den Brennpunktsort den bemerkenswerten 
Satz: 

Die Summe der Quadrate zweier Durchmesser, welche kon- 
jugierten Durchmessern des in derselben Ebene gelegenen Haupt- 
 schnittes der Fläche entsprechen, ist konstant für alle Paare 
solcher Durchmesser und gleich der Summe der Quadrate beider 
Achsen der Kurve. 

Die Relation a? = a’? — c? gestattet eine einfache Kon- 
struktion der Kurve aus dem Hauptschnitt der Fläche zweiten 
Grades als Begleitkurve. 

Wird ein Halbmesser der Kurve in bestimmtem Sinne ge- 
dreht, so wird er entweder beständig grösser, oder er nimmt 
beständig ab. 

Eine Parallele y = y, zur x-Achse schneidet die Kurve in 
vier Punkten, für welche 

® — B 
Be ee = Eu Se 


or 
wi 


wenn O—a® (b? — 0?) — (a? +52) x? und 


- vierter Ordnung in der yz-Ebene reduziert sich auf ihren Doppel- 


Be 


‚ferner Ab (a 9) — (a? —+ 5b?) y,° und 

B=4a?b?y? (y? — b? + c?) 3, 
ist. Ebenso findet man für die Schnittpunkte mit einer ‚Parallelen 
2 = %y zur Y-Achse: 


DO ED | 
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D=4a?b? x (& — a? + c?) ist. 


Wird die Fläche zweiten Grades zur Rotationsfläche Be 
der z-Achse als Drehachse, so reduziert sich der Brennpunkts ie 
ort auf den Kreis x y=at— und den ‚Nez i 
a4 y—0. | RR 

Ist die x-Achse die Rotationsachse (e? — 9, so heisst un 
Gleichung der Kurve 1 


2 2 2 
(at) = 


beide Kur venzweige berühren sich im Nullpunkt, und die y-Achs« 
ist die gemeinsame Tangente. 


eo x 


x 


ae 


I. Fall. Die Fläche sei ein n Ellipsoid (a >b > D5 
e) le durch die x- Achse. 


ihr liegen die reellen Brennpunkte aller Schnitte. Die Ku 


punkt, der den Brennpunkten der imaginären Kreisschnitte ent: 
spricht. Bei Drehung der Schnittebene von der xy- gegen die 


x2-Ebene hin Be sich die Brennpunkte von ne Anfangslagı 


2 + aa 3 —c ? 


+ a _ Weg e - ww, 5 
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b) Schnitte durch die y- Achse. 


Bewegt sich die Schnittebene von der yz-Ebene gegen eine 
der reellen cyklischen Ebenen, so wächst die kleine, in der zux- 
Ebene gelegene Achse der Schnittellipse, und die Brennpunkte 
wandern auf der y-Achse von der Anfangslage y = +)Yb? — c? 
bis zum Nullpunkt. Bei weiterer Drehung der Ebene wird die 


y-Achse die kleine Achse, und die Brennpunkte bilden in der 


xz-Ebene eine geschlossene Kurve mit reellem Doppelpunkt 
(Fig. 1); nur die Scheitel aufder &-Achsesindreell. Jede Parallele 


Fig. 1. 


zur &-Achse zwischen den Scheiteltangenten schneidet die Kurve 
nur in zwei Punkten. Dass nicht vier Schnittpunkte vorhanden 
sein Können, zeigt auch eine einfache geometrische Betrachtung, 
wenn man berücksichtigt, dass der Halbmesser bei Drehung gegen 
die z-Achse beständig wächst. Wird eine Gerade von der x-Achse 
aus parallel verschoben, so erhält man zunächst vier reelle 
Schnittpunkte; ‘nachher vereinigen sich je zwei derselben, und 
schliesslich werden alle vier imaginär. Die Kurve hat zwei zur 
x-Achse parallele Doppeltangenten. 


es 


Er | | | 6% J. Schnitt ARE die a Achse. 


; ER eyklischen Schnitte sind imaginär. Die Kunre, vierter 
in der .y-Ebene, auf welcher die Brennpunkte aller Schnitte 


II. Fall. Die Fläche sei ein  zweischaliges Hyperbolo 
(a? <o, 6? <o, e> 0) ia | 
a) Schnitte durch die x- Achse. 


Rückt die Ebene von der z&-Ebene gegen eine Tangenti i 1 4 
ebene des Asymptotenkegels, so sind au Schnitte Hyperbeln, 


a Ur 


Kurve bilden, bestehend aus 2 getrennten, ins Unendliche gehen- 
den Ästen. Alle andern Schnitte sind imaginär. Dreht man 
die Ebene von der Tangentialebene des Asymptotenkegels weiter 
bis zur reellen Kreisschnittebene, so nimmt der Betrag der in 
der yz-Ebene gelegenen imaginären Halbachse des Schnittes von 
bis a, ab, und die Brennpunkte wandern auf der x-Achse aus 
dem Unendlichen allmälig in den Nullpunkt. Bei weiterer 
Drehung gegen die xy-Ebene wird die genannte imaginäre Halb- 
achse dem Betrage nach kleiner als « , und die Brennpunkte 
bewegen sich vom Nullpunkt aus in der yz-Ebene auf einer 
weiteren geschlossenen, schleifenförmigen Kurve, welche die obige 


Kurve zum Brennpunktsort vierter Ordnung (Fig. 3) ergänzt, und 
welche man als Begleitkurve zur konjugierten Hyperbel des 
yz-Schnittes in gleicher Weise konstruieren kann wie den übrigen 
‚ Teil des Brennpunktsortes aus dem yz-Schnitt selbst. 

 — Verschiebt sich eine Gerade von der y-Achse aus parallel, 
so schneidet sie die Kurve vierter Ordnung zuerst in vier reellen 
Punkten und wird allmälig zur Doppeltangente. Nacher sind alle 


RT EAN 


Schnittpunkte imaginär, bis die Gerade abermals eine Doppel- 
tangente ist. Von da an hat man wieder vier reelle Schnitt- 
punkte, von denen sich zwei vereinigen, wenn die Schnittgerade 
in die Scheiteltangente fällt. Alle andern Parallelen zur y-Achse 
liefern nur zwei Schnittpunkte. 

Parallele zur z-Achse zwischen der z-Achse und der Schei- 
teltangente ergeben vier, alle andern zur z-Achse Parallelen 
zwei reelle Schnittpunkte mit der Kurve. 


b) Schnitte durch die y- Achse. 


Dreht man die Ebene von der wy-Ebene aus in die Tangen- 
tialebene des Asymptotenkegels, so wächst der Betrag der in 


z 


Fig. 4. 


der zx-Ebene gelegenen Halbachse der imaginären Schnittkurve 
von ;a@| bis und die Brennpunkte rücken auf der y-Achse von 
den Anfangslagen y= + Yb?—a? ins Unendliche. Die Brenn- 
punkte der reellen Schnitte bilden in der zx-Ebene eine Kurve 
ähnlicher Art (Fig. 4), wie sie für Schnitte durch die x-Achse 
gefunden wurde; nur reduziert sich die frühere Schleife auf den 
isolierten Doppelpunkt. Parallele zur z-Achse schneiden die 
Kurve »ur in zwei reellen Punkten. Sie hat zwei zur x-Achse 
parallele Doppeltangenten; zwischen denselben liegen keine reelle 
Kurvenpunkte. Eine Parallele zurx-Achse zwischen Doppeltangente 
und Scheiteltangente trifft die Kurve in vier, jede weitere Parallele 
zur &-Achse in zwei Punkten. 
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c) Schnitte durch die z- Achse. 
Alle Brennpunkte liegen auf der Hauptachse des Hyperbo- 
loids zwischen den Lagen z = Ve?— b? und z2= Ye?—a?. Die 
Kurve vierter Ordnung in der xy-Ebene wird imaginär. 


III. Falle Die Fläche sei ein einschaliges Hyperboloid 
Bra BESDIeE Nah), 


fa) -Schnitte durch die x- Achse. 


Bewegt sich die Schnittebene von der xy-Ebene zu einer 
der reellen Kreisschnittebenen hin, so wächst die kleine Halb- 


Kr 


achse der Schnittellipse von d bis a, und die Brennpunkte wan- 
dern auf der x-Achse von den Punkten <= +Ya?—b? zum 
Nullpunkt. Bei weiterer Drehung der Ebene bis zur Tangential- 
ebene des Asymptotenkegels wird die x-Achse die kleine Achse 


der Schnittellipse and die grosse Achse nimmt bis co zu; 
Brennpunkte bewegen sich in der yz-Ebene auf dem Ort vie | 
Ordnung vom Nullpunkt ins Unendliche (Fig. 5). | 
weitererDrehung der Ebene rücken die Brennpunkte der zug e- 
hörigen Schnitthyperbeln auf der x-Achse aus dem ‚Unendlicheı 
zu den Punkten = + a vn re . des «2 
Schnittes. Se 


geschnitten. 


» Schnitte durch. die y-Achse. 


Dreht man die Schnittebene von der ye-Ebene gegen. 
Tangentialebene des Asymptotenkegels, so wandern die Brei 
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Fig. 6. 


punkte der Schnitthyperbeln auf der ı y-Achse von den Ei Le 
y=H Vb®—.c? ins Unendliche. Bewegt sich die Ebene weiter, 
so beschreiben die Brennpunkte der Schnittellipsen in der, ‚zw-Ebe 


die Kurve vierter Ordnung (Fig. 6) mit isoliertem Doppelpun 
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E Re ie 2-Achse ist imaginär. : Jede Parallele zur x-Achse schneidet 
% sie in zwei Punkten, ebenso eine Parallele zur 2-Achse, welche 


N & = s Hie. 7. 


. Die er ist die imaginäre Achse aller Schnitte; auf ihr 
> ee. daher keine reellen Brennpunkte. Die Kurve vierter Ord- 
nung. (fie. A in der we ı ein Oval mit isoliertem Doppel- 


S 4. | | 
Schnitte eines Paraboloids mit Ebenen 
durch seine Achse. 


_ 


Der Vollständigkeit halber mögen auch die auf der z-Ach 


Wird die Schnittebene a nei 


ne um die z-Achse. 
zx-Ebene gewählt, so gelten die Transformationsformeln: | 


x —=x008a— ysin«a, 
Ba sina + y' 008 & , 
Be 
wo « den Neigungswinkel der Schnittebene mit der zu-Ebene 
bedeutet, und es resultiert wegen y = 0 als De de 


Schnittparabel | en | re 
cos? | Sinta\ , 2 | er 
a? h2 2 — 2 — —( oder x je | 


nn, 2a) 

ro a 

Der mn des Sun: hat also die „Koordinaten: 
Ran a = Pr 
|  2p(b?—a?1) _ a 
Wird die Schnittebene von der zx- gegen die yz-Ebene gedr 
so beschreibt der Brennpunkt im Falle eines elliptischen Paı 
boloids die Strecke zwischen we beiden ‚Punkten ER 
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auf der z-Achse. Für den Fall eines hyperbolischen Paraboloids 
wächst zunächst die z-Koordinate des Brennpunktes vom Werte 


2 
d R . 5 } 
Py7 an über alle Grenzen und wird unendlich, wenn die Ebene 


durch eine der beiden Geraden auf der Fläche geht, welche die 
2 
Scheiteltangentialebene bestimmen (7 = 7). Nachher wird 


2 negativ, und der Brennpunkt rückt aus dem Unendlichen auf 


23 


u 


der negativen 2-Achse allmälig in den Punkt = ‚ den 


2p 


Brennpunkt des yz-Schnittes. Der Brennpunkt nimmt also auf der 
2-Achse alle Lagen ausserhalb der Strecke zwischen den Brenn- 


punkten des xz- und yz-Schnittes an. 


8, 
Schnitte einer zentrischen Fläche zweiten Grades 
mit Parallelebenen zu einer Achse. 


Die Fläche 


x? Y 2? 
ne 
wird von der zur x-Achse parallelen Ebene 
EA = RT) 
| g 4 
in einer Ellipse oder Hyperbel geschnitten, deren eine Achse die 


Sehne ist, welche die Ebene aus dem yz-Schnitt der Fläche 


schneidet, während die andere im Mittelpunkt dieser Sehne auf 
der yz-Ebene senkrecht steht. Aus den Gleichungen 


En 1=0md ! 14410 


ren Min Schnittkure 


N, Be, N I nr 
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und für einen ihrer Scheitel (x,, Yı, a) Kr der in der yer 
gelegenen Achse 2a: 


bq (br? sei C Ver + gi —q’r 3 


a EIS wErT 
nr Sg <a), 
7 Ben 
Nun ist 
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Die Auflösung der Gleichungen (1) nach 4 und r ergibt: 
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und die Einführung dieser Werte in (2) die Grösse a? a usge- 
drückt. dureh die Koordinaten des Mittelpunktes des Schnittes: 
2 23% En, 
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A) rn er 


ee ea für die x-Koordinate eines Scheitels des Schnittes - 


auf der zur x-Achse parallelen Achse 2a: 
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Die Brennpunkte des Schnittes auf dieser Achse 2a’ haben die 
Koordinaten x, y, 2, für welche gilt: 
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WO Yo 2, a? und a’? durch die Gleichungen (1), (4) und (5) 
bestimmt sind. 
Unter Zuhilfenahme von (4) und (5) wird aus den Gleichun- 
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die Gleichung der Fläche vierter Ordnung, gebildet von 
den Brennpunkten der ebenen Schnitte, welche parallel zur x-Achse 
geführt werden. ‚Die in der yz-Ebene gelegenen Brennpunkte 
solcher Schnitte werden an späterer Stelle untersucht. 

Die gefundene Fläche hat Zentrum, Achsen und Haupt- 
ebenen mit der Originalfläche zweiten Grades gemeinsam. Die 
x-Achse ist eine Doppelgerade und wird durch die Brenn- 


punkte aller durch die x-Achse gehenden Schnitte der Fläche 
‘zweiten Grades erzeugt (Vergl. $3). Die Tangenten im Null- 


punkt sind auf den Kegel zweiten Grades 


verteilt, welcher in zwei Ebenen durch die x-Achse zerfällt. 
Diese beiden Tangentialebenen der Fläche im Null- 
punkt schneiden mit je einer der cyklischen Ebenen 
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der Fläche zweiten Grades den yz-Schnitt der letztern in einem 
Paare konjugierter Durchmesser. Bei Betrachtung der Normal- 
schnitte zur x-Achse wird erkannt, dass diese Tangentialebenen 
nicht auch Tangentialebenen längs der Doppelgeraden sind. 

Die asymptotischen Richtungen der Fläche vierter Ordnung 
sind durch die beiden Kegel 
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gegeben, welche wegen der Symmetrie der Fläche ihre Asymptoten- 
kegel selbst sind. Der Brennpunktsort hat also einen Asympto- 
tenkegel zweiten Grades und zwei Asymptotenebe- 
nen, die durch die x-Achse gehenden Tangentialebenen des 
Asymptotenkegels der Fläche zweiten Grades. 

Der unendlich ferne Querschnitt setzt sich aus einem Kegel- 
schnitt und einem Linienpaar zusammen, sodass die Fläche 
ausserhalb der Doppelgeraden noch vier Doppelpunkte im 
Unendlichen besitzt. 

Die Tangentialebenen der Fläche vierter Ordnung im Null- 
punkt berühren ihren Asymptotenkegel zweiten Grades längs den 
in der yz-Ebene gelegenen Erzeugenden, was man sofort ersieht, 
wenn Tangentialebenen und Asymptotenkegel mit der yz-Ebene 
geschnitten werden. 


Diese beiden Geraden 
| A); 

liegen auch auf der Fläche selbst, und da der Schnitt einer 
Tangentialebene im Nullpunkt mit der Fläche in vier Gerade 
zerfällt, von denen zwei in der x-Achse liegen, so berührt diese 
Ebene die Fläche längs einer der obigen Erzeugenden. Schliess- 
lich berühren der Brennpunktsort und sein Asymptotenkegel 
zweiten Grades einander in den in der yz-Bbene liegenden 
(Geraden. 

Um ein übersichtliches Bild von der Fläche zu erhalten, 
studiert man am besten ihre ebenen Schnitte, welche durch die 
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Achsen gehen oder senkrecht auf denselben stehen; besonders 
geeignet erscheinen die Schnitte durch die x-Achse und die 
Normalschnitte auf dieselbe, weil sie deutlich das Verhalten in 
der Umgebung der Doppelgeraden erkennen lassen. 


Der Querschnitt 
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mit der y2-Ebene besteht aus dem zugehörigen Hauptschnitt 
der Originalfläche und den Spuren der Tangentialebenen im Null- 
punkt. Zu diesem Resultat gelangt man auch geometrisch. Die 
Brennpunkte eines Tangentialschnittes der Fläche zweiten Grades 
sind im Berührungspunkt vereinigt; daher ist der Kegelschnitt 


RE 
N 


- der Ort der Brennpunkte aller zur x-Achse parallelen Tangen- 


tialschnitte; längs desselben berühren sich Original- und Brenn- 
punktsfläche. Auf den beiden Geraden aber liegen die Brenn- 
punkte oder Mittelpunkte aller Kreisschnitte, welche parallel zur 
x-Achse gehen. 

Inder yz-Ebene hat man nun vier weitere Doppelpunkte. 
Damit sind die achtDoppelpunkte gefunden, welche eine Fläche 


‘vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden noch haben kann. Bei 


einer solchen gibt es vier Ebenen durch die Doppelgerade, 
welche noch in einer zweifachen (reraden schneiden, und aut 
jeder solchen Geraden liegen zwei Doppelpunkte. Hier sind diese 
Ebenen die Asymptotenebenen und die Tangentialebenen im 
Nullpunkt. 

Der Schnitt mit der z@-Ebene zerfällt in die UNE, ge- 
legte «-Achse und den Kegelschnitt 
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den Ort der Brennpunkte für Paralellschnitte zur xy-Ebene 
Merol. 5:1). 


oe : BR. 
Ebenso wird der Schnitt mit der zy-Ebene aus der Doppel- 
geraden und dem Kegelschnitt Aue 
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gebildet, auf dem die Brennpunkte der Parallelschnitte zur aan 
Ebene liegen. a 

Eine Normalebene © = x, zur x- Achse schneidet die Fläche > 
in der Kurve vierter Ordnung h 


a + te) 


= te ++ = 
deren Achsen zur %- und 2-Achse ne sind, undd die im 
anlun sk auf der x- Achse ‚einen Doppelpunkt hat, Di 


Tangentialebenen des öyänpiotenkee der Fläche. Wird de 
Ebene durch einen Brennpunkt F, “ —)a? = ) des - 2r- ‚-Schnittes 


(Rückkehrpunkt). Das Gleiche gilt, wenn die Ebene durch. 2 
Brennpunkt F5 (x — Ya? —b?) des zy-Schnittes der Fläche 
zweiten Grades geht; Tangente im Rückkehrpunkt ist u, u 
andere Achse des Schnittes. 

Ein Normalschnitt y-y, zur y-Achse wird die Kurve vierter 
Ordnung 
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deren Mittelpunkt auf der y-Achse liegt und deren Achsen zur 
<- und x-Achse parallel sind. Scheitel auf der ersteren sind 
ihre vier Schnittpunkte mit dem yz-Schnitt der Fläche vierter 
Ordnung. Von den Scheiteln auf der anderen Achse liegen zwei 
unendlich fern und zwei in den Schnittpunkten mit dem in der 
zy-Ebene gelegenen Kegelschnitt der Fläche. Zwei Asymptoten 
sind die zur x-Achse parallelen Schnittlinien mit den Asymp- 
‚ totenebenen; die beiden andern gehen durch den Mittelpunkt 
parallel den Asymptoten des zx-Schnittes. 

Der Schnitt yy =|b| hat im Mittelpunkt einen Doppelpunkt. 


Analog wie Normalschnitte zur y-Achse verhalten sich solche 
zur 2-Achse. 


Da die x-Achse Doppelgerade ist, so wird die Fläche von 
jeder Ebene durch dieselbe noch in einem Kegelschnitt Y'_ ge- 
schnitten; sein Mittelpunkt ist der Nullpunkt. Die eine Achse 
fällt in die &-Achse, die andere in die yz-Ebene. Dieser Kegel- 
schnitt lässt sich in einfacher Weise als Brennpunktsort deuten. 
Man führt zu diesem Zwecke durch die Fläche zweiten Grades 
einen beliebigen Schnitt E, der durch die x-Achse geht, sowie 
die dazu parallelen, ähnlichen und ähnlich gelegenen Schnitte. 
Die zur x-Achse parallelen Achsen der Schnittkurven liegen in 
derjenigen Ebene & durch die x-Achse, welche mit dem vorigen 
Achsenschnitt aus dem yz-Schnitt konjugierte Durchmesser 
schneidet. In E bilden die Brennpunkte der zu E parallelen 
Schnitte den Kegelschnitt, dessen Scheitel auf der x-Achse die 
- Brennpunkte des Schnittes & und dessen Scheitel in der yz- Ebene 
die Berührungspunkte der zu E parallelen Tangentialschnitte 
werden. 


Eine Ebene durch die y-Achse schneidet die Brennpunkts- 
fläche in einer Kurve vierter Ordnung, deren Achsen die y-Achse 
und die Schnittlinie der Ebene mit der zx-Ebene sind und deren 
Mittelpunkt Doppelpunkt ist. Als Scheitel ergeben sich die 
Scheitel der Fläche auf der y-Achse und die Schnittpunkte der 
Schnittebene mit dem in der xz-Ebene liegenden Kegelschnitt; 
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die Asymptoten werden aus den Asymptotenebenen und dem 
Asymptotenkegel der Fläche geschnitten. Entsprechende Eigen- 
schaften haben die durch die 2-Achse gelegten Schnitte. 


Wird die Fläche zweiten Grades eine Rotationsfläche mit 
der x-Achse als Rotationsachse, so heisst die Gleichung der 
Fläche vierter Ordnung | 
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Der Brennpunktsort besteht aus der isolierten doppelt gelegten 
x-Achse und einer Rotationsfläche zweiten Grades, deren Meri- 
a? Var 
a? —b? BuSN Be. 
der Ort der Brennpunkte aller Parallelschnitte der Originalfläche 

zur 2x-Ebene ist. 

Für den Fall, wo die z-Achse Rotationsachse der gegebenen 
Fläche zweiten Grades wird, hat der Ort der Brennpunkte für 
zur &-Achse parallele Schnitte die Gleichung 
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Die x-Achse und die z-Achse sind Doppelgerade der Fläche ; 
in der z-Achse vereinigen sich die in der y2-Ebene gelegenen 
Geraden des allgemeinen Brennpunktsortes vierter Ordnung, und 
sie wird durch die zusammenfallenden Brennpunkte der Parallel- 
kreise der Originalfläche gebildet. Der Asymptotenkegel zweiten 
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Grades zerfällt in das Ebenenpaar rt 0. Der un- 
endlich ferne Querschnitt besteht also aus vier Geraden, 
deren Schnittpunkte die vier Doppelpunkte sind, welche eine 
Fläche vierter Ordnung ausserhalb der zwei sich schnei- 
denden Doppellinien noch haben kann. Die beiden Tangen- 
tialebenen im Nullpunkt fallen in die zx-Ebene. Schnitte durch 


die 2-Achse sind ebenfalls Kegelschnitte. 


dian in der xy-Ebene der Kegelschnitt 
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In der folgenden Betrachtung wird noch nach dem in der 
yz-Ebene gelegenen Brennpunktsort gefragt, der bei Parallelver- 
schiebung eines durch die x-Achse gehenden Schnittes EZ der 
Fläche zweiten Grades erzeugt wird. In der früheren Gleichung 
a =— 1=0 der Schnittebene bleibt = h, konstant. 
Die durch die Gleichungen (1), (2) und (5) gegebenen Koordinaten 
des Mittelpunktes und Halbachsen des Schnittes bestimmen sich 
jetzt aus 


EHRE b?rA RE ICTT, 
| Ya ET Fer 
ee b2 c2(1 + A2) (b2 12 +) | ee (b? 1 e?—.r?) : 
(21? + 02)? 212-4 0? 


Bezeichnet d den Abstand eines in der yz-Ebene liegenden Brenn- 

punktes (0, y, 2) des Schnittes vom Mittelpunkt, so gilt die Re- 

lation | 
d=(y— %) + (2—2)? = a? — a’? oder 


(67? +c)y+b?riP + [b?2? + c)2— ce?r]? 
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Die Elimination des Parameters r aus dieser Gleichung und der 
Gleichung z2=4y-+r der Schnittebene führt auf den Brenn- 
punktsort: Man erhält: 


[le a) +] ++ Wa] 
+2 a?’iy2— [X ( —a)+e(b?’—a}))= 0. 


Der Ort ist ein Kegelschnitt X mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt. Die Schnittlinie s des Axialschnittes unter den ebenen 
Schnitten mit der yz-Ebene und ihr konjugierter Durchmesser 
m bezüglich des yz-Schnittes der Fläche zweiten Grades sind 
konjugierte Durchmesser von Y; denn Scheitel und Brennpunkte 
eines Schnittes liegen in der yz-Ebene auf der Spur der Schnitt- 
ebene symmetrisch zu seinem auf m gelegenen Mittelpunkt, sodass 
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m im Kegelschnitt X alle zu s parallelen Sehnen halbiert. Die 
Endpunkte des Durchmessers s sind die Brennpunkte des durch 
die x-Achse gehenden Schnittes, und die Endpunkte des konju- 
gierten Durchmessers m fallen mit denjenigen desselben Durch- 
messers im %z-Schnitt zusammen als den Brennpunkten der 
Tangentialschnitte unter den geführten Schnitten. > berührt 
somit den yz-Schnitt doppelt. 

Von der Betrachtung der Fläche vierter Ordnung her weiss 
man, dass die nicht in der yz-Ebene gelegenen Brennpunkte 
der parallelen Schnitte einen Kegelschnitt >’ bilden, dessen 
Scheitel auf der x-Achse Brennpunkte des Axialschnittes sind. 
Da von den beiden Brennpunktspaaren desselben nur eines reell 
ist, so muss von den Kurven > und ®’ die eine eine Hyperbel, 
die andere eine reelle oder imaginäre Ellipse sein. Zusammen- 
fassend erhält man folgendes Resultat: 

Sind E und E zwei durch eime Achse x einer zentrischen 
Fläche zweiten Grades gelegte Ebenen, welche uus dem zu & 
. senkrechten Hauptschnitt (yz) der Fläche konjugierte Durchmesser 
s und m schneiden, so liegen die Brennpunkte der zu E pa- 
rallelen Schnitte mit der Fläche in den Ebenen (yz) und E' 
auf einer Ellipse und einer Hyperbel. Die Scheitel des in E' 
gelegenen Kegelschnittes sind die Brennpunkte des Schmittes E 
auf der Achse x und die Schnittpunkte von m mit dem Haupt- 
schnitt (yz). Der andere Kegelschnitt berührt den Schnitt (yz) 
in den Endpunkten von m; er hat m und s zu konjugierten 
Durchmessern und auf s als Endpunkte die Brennpunkte des 
Schnittes E. | 

Darin ist das Resultat von $ 1 als Spezialfall enthalten. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen werden die Brenn- 
punktsfläche vierter Ordnung und die Kegelschnitte S und ® 
an den einzelnen Flächen zweiten Grades genauer besprochen. 
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I. Fall. Die Fläche zweiten Grades sei ein Ellipsoid. 


a) Schnitte parallel der grossen Achse (a > b >>.p). 


Für die Fläche vierter Ordnung fallen die Tangentialebenen 
im Nullpunkt, die Asymptotenebenen und der Asymptotenkegel 
zweiten Grades imaginär aus. Der Brennpunktsort ist daher 
eine geschlossene Fläche, und es liegen auf ihr ausser der Doppel- 
geraden keine weitere reelle Geraden und Doppelpunkte. Die 
drei Hauptschnitte sind Ellipsen. 

Wird eine Normalebene zur x-Achse von der yz-Ebene aus 
verschoben, so geht der Schnitt von der Ellipse mit den Halb- 


achsen 5 und ce über in ein Oval (Fig. 8) mit isoliertem Doppel- 
punkt und anfänglich langsam, später rascher abnehmenden 
Achsen. Allmälig schnürt sich die Kurve in der Richtung ihrer 
zur 2-Achse parallelen Achse immer mehr zusammen. Erreicht die 
Schnittebene den Brennpunkt F}, (x = Ya? — b2), so wird letztere 


Achse gleich Null, und die Kurve besteht aus zwei sich berüh- 


renden Ovalen. Bei weiterer Verschiebung der Ebene von F, gegen 
F, (x = Va®— c?) entstehen Schleifen mit eigentlichem Doppel- 
punkt; die Tangenten in ihm bilden einen von Nullan wachsenden 
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Winkel und die reelle, zur y-Achse parallele Achse nimmt weiter ab. 
Der Schnitt durch F%, reduziert sich auf den Doppelpunkt. Alle 
übrigen Schnitte sind imaginär. Die Doppelgerade bleibt mit 
Ausnahme der beiden symmetrisch zum Nullpunkt gelegenen 
Strecken F, F,, welche durch die Brennpunkte aller durch die 
x-Achse gehenden Schnitte des Ellipsoids gebildet werden, isoliert. 
-— Normalebenen zur y- und z-Achse schneiden die Fläche in 
Ovalen, deren Achsen mit wachsendem Abstand der Ebene von 
der zx- bezw. xy-Ebene beständig abnehmen. Die Tangential- 
schnitte in den Scheiteln der Fläche auf der y- und z-Achse 
reduzieren sich auf den Berührungspunkt. Bei Weiterverschie- 
bung der Ebene ergeben sich imaginäre Schnitte. 

Schnitte durch die  y-Achse sind ebenfalls geschlossene 
Kurven mit isoliertem Doppelpunkt im Mittelpunkt. Wird die 
Schnittebene von der xy- gegen die yz-Ehbene gedreht, so wächst 
die in der zx-Ebene liegende Kurvenachse fortwährend. Ent- . 
sprechendes wie für Schnitte durch die y-Achse gilt für solche 
durch die z-Achse. 

Als Schnitte durch die z-Achse erhält man Ellipsen; die 
in die x-Achse fallende Halbachse -wächst von OF, bis OF, 
und die andere nimmt von b bis ce ab bei Bewegung der Ebene 
von der zy-Ebene aus. 

Von den Kegelschnitten X und !’ ist also >” eine MMipse, 
auf der die Brennpunkte der reellen Schnitte, und > in der 
yz-Ebene eine Hyperbel, auf der die Brennpunkte der imaginären 
Schnitte des Ellipsoids liegen. 

Die Fläche vierter Ordnung verläuft ganz im Innern des Ellipsoids. 


b) Schnitte parallel der mittleren Achse (b >a> ec). 


Die durch die x-Achse gehenden cyklischen Ebenen des 
Ellipsoids sind reell; deshalb hat die Brennpunktsfläche reelle 
Tangentialebenen im Nullpunkt, zwei reelle Gerade in der ye- 
Ebene und einen reellen Asymptotenkegel; dagegen werden die 
Asymptotenebenen und damit die unendlich fernen Geraden der 
Fläche imaginär. Der Querschnitt mit der xy-Ebene ist eine 
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Ellipse, derjenige mit der zx-Ebene eine Hyperbel mit der 2- 
Achse als Hauptachse. 

Jeder Normalschnitt zur Doppelgeraden (Fig. 9) besitzt 
zwei reelle Asymptoten. Solange die Schnittebene die x-Achse 
zwischen O und F, (0 BR = Ja®— ec?) trifft, sind beide Achsen 
der Kurve reell, und der Doppelpunkt ist ein eigentlicher. Ein 
solcher Schnitt besteht aus drei getrennten Zweigen; zwei der- 
selben erstrecken sich ins Unendliche und haben je einen Scheitel 
auf der zur z2-Ache parallelen Achse; der dritte Zweig ist eine 
geschlossene Schleife mit zwei Scheiteln auf der andern Achse. 


(a=-3, b=-4, c= 212) 


Der Übergang vom yz-Schnitt zu einem benachbarten Parallel- 
schnitt ist aus der Figur deutlich ersichtlich. Mit wachsender 
2 Entfernung der Schnittebene von der yz-Ebene nimmt die .zur 

z-Achse parallele Achse von 2c an beständig zu, die andere 

aber von 2b an immer ab. Erreicht die Ebene den Punkt Fy,, 
" so schrumpft die Schleife auf den Doppelpunkt zusammen; von 
da an bleiben nur die beiden andern Kurvenzweige reell. Die 

Doppelgerade ist ausserhalb der Strecke zwischen den beiden 

Brennpunkten 7%, isoliert. | 
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Jeder zur y-Achse senkrechte Schnitt hat zwei Asymptoten 
durch den Mittelpunkt. Solange der Abstand der Schnittebene 
von der zx-Ebene db nicht übersteigt, liegen auf der zur z-Achse 
parallelen Achse vier, auf der andern aber zwei Scheitel. Der 
Schnitt setzt sich aus einem Oval und zwei ins Unendliche 
gehenden Ästen zusammen. Bewegt man die Ebene aus der zx- 
Ebene heraus, so bildet sich die Strecke der Doppelgeraden 
zwischen den beiden Punkten F, zu einem schmalen Oval aus, 
dessen eine Halbachse wenig von 0 F, verschieden ist, während 
die andere noch sehr klein bleibt. Die zur x-Achse parallele 
Achse des Ovals wird fortwährend kleiner, die zur z-Achse 
parällele Achse wächst, und die Scheitel der beiden andern 
Kurvenäste rücken immer. näher zusammen. Geht die Ebene 
durch einen der in der yz-Ebene gelegenen Doppelpunkte der 
Fläche, so berührt das Oval diese Äste in ihren Scheiteln. 
Nachher nehmen beide Achsen des Ovals ab, während die Scheitel 
der beiden endlosen Äste sich wieder von einander entfernen. 
Für den Tangentialschnitt „=b5 reduziert sich das Oval auf 
den Berührungspunkt und ist von da an imaginär. 

Ein Parallelschnitt zur xy-Ebene hat keine reellen Asymp- 
toten. Erhebt sich die Ebene über die xy-Ebene, so bleibt 
zunächst die zur x-Achse parallele Achse imaginär; dagegen 
liegen auf der andern vier Scheitel. Die beiden Halbellipsen, in 
welche der xy-Schnitt durch die Doppelgerade geteilt wird, gehen 
in zwei getrennte Ovale über, die fortwährend kleiner werden. 
Für den Fall, wo die Schnittebene zwei Doppelpunkte der Fläche 
enthält, besteht der Schnitt einzig aus diesen beiden Punkten. 
Weiterhin wachsen beide Ovale wieder und berühren einander 
für den Tangentialschnitt 2=c. Von hier an hat die Schnitt- 
kurve auf jeder Achse zwei Scheitel; sie wird zum einfachen 
Oval, das anfänglich in der Richtung seiner‘ zur x-Achse pa- 
rallelen Achse stark zusammengeschnürt erscheint. Beide Achsen 
wachsen allmälig über alle Grenzen. _ 

Dreht man eine Ebene von der yz-Ebene aus um die y- 
Achse gegen eine Tangentialebene des Asymptotenkegels der 


Fläche, so setzt sich der Schnitt wie die Normalschnitte zur 
x-Achse aus einer geschlossenen Schleife und zwei unbegrenzten 
Ästen zusammen. Bei allen andern Schnitten durch die y-Achse 
bleibt nur die Schleife, welche schliesslich in die beiden Halb- 
ellipsen des #y-Schnittes übergeht. Die reelle Achse der Schleife 
fällt in die y-Achse und hat die konstante Länge 2b. 

Jeder Schnitt durch die z-Achse besteht wieder aus einer 
geschlossenen Schleife und zwei endlosen Ästen ; die reelle Achse 
der Schleife liegt in der zy-Ebene, und Scheitel der beiden an- 
dern Äste sind die Scheitel der Fläche auf der z-Achse. 

Schnitte durch die z-Achse werden Ellipsen oder Hyperbeln, 
je nachdem die Schnittebene mit der xy-Ebene einen kleineren 
oder grösseren Winkel einschliesst als eine durch die z-Achse 
gehende Tangentialebene des Asymptotenkegels der Fläche vierter 
Ordnung. Die reelle Achse der Schnitthyperbel liegt in der y2-Ebene. 

Hat die durch die #-Achse gelegte Ebene E gegen die 
xy-Ebene eine kleinere Neigung als eine cyklische Ebene, so 
liegen die Brennpunkte der zu E parallelen, reellen Schnitte 
des Ellipsoids auf einer Ellipse N in der yz-Ebene, und der 
Ort >’ für die Brennpunkte der imaginären Parallelschnitte zu 
E ist in E’ eine Hyperbel ®’, der Schnitt von E’ mit der 
Fläche vierter Ordnung. Ist dagegen die Neigung von E gegen 
die xy-Ebene grösser als für die eyklische Ebene, so wird I 
eine Hyperbel und enthält die Brennpunkte der imaginären 
Schnitte des Ellipsoids; >’, der Brennpunktsort für die reellen 
Schnitte des Ellipsoids, wird eine Ellipse, der Schnitt von E 
mit der Fläche vierter Ordnung. 

Die gemachten Untersuchungen lassen erkennen, dass die 
Brennpunktsfläche vierter Ordnung sich aus drei Teilflächen zu- 
sammensetzt, von denen zwei, im Innern des Asymptotenkegels 
verlaufende, sich ins Unendliche erstrecken und ausserhalb des 
Ellipsoids liegen. Die dritte, geschlossene Teilläche berührt die 
beiden andern Teilflächen in den vier Doppelpunkten der Ge- 
samtfläche und liegt ganz im Innern des Ellipsoids; nur sie 
kommt für die Brennpunkte der reellen Schnitte des Ellipsoids 
‚in Betracht. 
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c) Schnitte parallel der kleinen Achse (a <b<e). 

Die Tangentialebenen der Fläche vierter Ordnung im Null- 
punkt, die beiden Asymptotenebenen und die Geraden und Doppel- 
punkte auf der Fläche fallen imaginär aus. Der reelle Asymptoten- 
kegel zweiten Grades hat zur Hauptachse die x-Achse. Die 
Hauptschnitte in der ©y- und x2-Ebene sind Hyperbeln mit der 
x-Achse als imaginärer Achse; der yz-Schnitt ist eine Ellipse. 
Jeder Normalschnitt zur x-Achse wird ein Oval mit isoliertem 
Doppelpunkt; seine Achsen wachsen beständig, wenn die Schnitt- 
‘ebene sich von der yz-Ebene entfernt. Die Doppelgerade bleibt 
vollständig isoliert. 

Normalschnitte zur y-Achse bestehen aus zwei ins Unend- 
liche gehenden Ästen. Wird die Ebene von der xz-Ebene aus 
verschoben, so ist zunächst nur die zur 2-Achse parallele Achse 
reell und nimmt beständig ab. Für den Tangentialschnitt y=b 
berühren sich beide Äste; nachher wird die andere Achse reell 
und wächst von Null an über alle Grenzen. Normalschnitte zur 
2-Achse verhalten sich ganz analog. 

Für Schnitte durch die y-Achse ist der Mittelpunkt isolierter 
Doppelpunkt. Dreht man die Ebene von der yz-Ebene aus, so 
erhält man Ovale, für welche die in der xz-Ebene gelegene 
Achse wächst und unendlich gross wird, wenn die Schnittebene 
den Asymptotenkegel berührt. Die weiteren Schnitte bestehen 
aus zwei sich ins Unendliche erstreckenden Ästen; die reelle 
Achse ist die y-Achse. Entsprechendes gilt für Schnitte durch 
die z-Achse. 

Schnitte durch die «-Achse sind Hyperbeln; ihre imaginäre 
Achse wird die z-Achse. 

Von den Brennpunktsörtern > und N ist ersterer eine 
‚Ellipse für reelle Schnitte des Ellipsoids, letzterer eine Hyperbel 
für imaginäre Schnitte. Die Fläche vierter Ordnung enthält also 
nur Brennpunkte imaginärer und zur x-Achse paralleler Schnitte 
des Ellipsoids; sie liegt vollständig ausserhalb des letzteren und 
‘ umschliesst ihren Asymptotenkegel. 
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I. Fall. Die Fläche zweiten Grades sei ein zweischaliges 
Hyperboloid. 


a) Schnitte parallel der reellen Achse 
Bee Nele), 

Alle zur x-Achse parallelen Ebenen schneiden das Hyper- 
boloid in Hyperbeln, deren Hauptachse zur x-Achse parallel 
läuft; deshalb liegt die Brennpunktsfläche vierter Ordnung im 
Innern des Hyperboloids und besteht aus zwei getrennten Teilen; 
ihr zugehöriger reeller Asymptotenkegel hat als Hauptachse die 
x-Achse. Die Asymptotenebenen, die Tangentialebenen im Null- 
punkt und die auf der Fläche gelegenen Geraden und Doppel- 
punkte sind imaginär. Ebenso wird der yz2-Schnitt imaginär ; die 


y- und z-Achse sind imaginäre Flächenachsen. Die Schnitt- 


hyperbeln mit der xy- und xz-Ebene besitzen als reelle Achse 
die w-Achse. n 

Normalschnitte zur Doppelgeraden in der Umgebung der 
yz-Ebene fallen imaginär aus. Der Schnitt durch 8 (OR = 
Ya? — c?) reduziert sich auf den Doppelpunkt. Von dieser Stellung 
an erhält man geschlossene Schleifen mit von Null an wachsender 
reeller Achse in der xy-Ebene. Gelangt die Ebene zum Punkte 
FE, (O-Fs = Vai-pe), so besteht der Schnitt aus zwei sich be- 
rührenden Ovalen. Jetzt wird auch die zweite Achse reell und immer 
grösser, und die Schnitte sind Ovale mit isoliertem Doppelpunkt. 
Die Doppelgerade bleibt mit Ausnahme der beiden Strecken F, F}, 
isoliert (vergl. $ 3). Jeder Normalschnitt zur y- und z-Achse weist 
zwei endlose Äste auf mit je einem Scheitel auf der zur &-Achse 
parallelen Achse. Schnitte durch die y- und z-Achse sind nur 
so lange reell, als die Ebene zwischen der xy- bezw. xz-Ebene 
und einer Tangentialebene des Asymptotenkegels liegt, und sind 
ähnlicher Art wie die Normalschnitte zu diesen Achsen; der 
Doppelpunkt ist isoliert. 

Schnitte durch die Doppelgerade werden Hyperbeln mit der 
Hauptachse parallel zur x-Achse. 
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Die Hyperbel > enthält die Brennpunkte aller zu E pa- 
rallelen Schnitte des Hyperboloids; X ist imaginär. 


b) Schnitte parallel einer imaginären Achse (a? <0, b?<0, 
ERBE 

1. a >)b.. 

Durch die x-Achse gehen die reellen cyklischen Ebenen des 
Hyperboloids; daher fallen die Tangentialebenen der Fläche 
vierter Ordnung im Nullpunkt reell aus. Auch die beiden 
Asymptotenebenen und der Asymptotenkegel der Fläche, für 


Fig. 10. 


welchen die 2-Achse Hauptachse wird, sind reell. Damit liegen 
auf dem Brennpunktsort ausser der Doppelgeraden wirklich noch 
zwei Gerade und acht Doppelpunkte. 

Als yz- und 2x-Schnitt ergeben sich Hyperbeln, deren reelle 
Achse in die z-Achse fällt; der xy-Schnitt wird imaginär, und 
die y-Achse ist eine imaginäre Flächenachse. 

Jeder Normalschnitt zur Doppelgeraden (Fig. 10) besteht 
aus vier ins Unendliche gehenden Ästen, von denen sich die- 
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jenigen zwei im Doppelpunkte durchschneiden, deren Asymptoten 
parallel denjenigen des yz-Schnittes sind; nur die zur z-Achse 
parallele Achse der Kurve ist reell und wächst, wenn sich die 
Schnittebene von der %z-Ebene entfernt. Den Übergang vom 
yz-Schnitt zu einem benachbarten Parallelschnitt erkennt man 
deutlich aus der Figur. Die Doppelgerade liegt in ihrer ganzen 
Ausdehnung auf der Fläche (vergl. $ 3). 
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Auch jeder Normalschnitt zur y-Achse (Fig. 11) setzt sich 
aus vier endlosen Ästen zusammen; für zwei derselben ist die 
asymptotische Richtung diejenige der w-Achse. Auf der zur 
2-Achse parallelen Achse hat jeder Ast einen Scheitel; die an- 
dere Achse bleibt imaginär. Geht die Ebene durch einen der 
in der yz-Ebene gelegenen Doppelpunkte, so berühren je zwei 

Äste einander. : 

h Erhebt sich eine Normalebene zur z-Achse über die xy-Ebene, 
so entwickelt sich aus der Doppelgeraden als Schnitt eine Kurve, 
bestehend aus zwei Ästen mit zur x-Achse parallelen Asymptoten ; 
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ihre reelle Achse wird immer grösser. Rückt die Ebene über 
die Tangentialebene 2=c, so wird der Schnitt durch ein Oval 
mit von Null an wachsenden Achsen erweitert. Dieses Oval 
berührt die andern Kurvenäste, wenn die Ebene durch einen 
Doppelpunkt der Fläche geht. 

Solange eine Ebene durch die y-Achse den Asymptotenkegel 
der Fläche nicht schneidet, besteht der Schnitt aus zwei im 
Doppelpunkt sich schneidenden, endlosen Ästen. Für die übrigen 
Schnitte treten dazu zwei weitere, ins Unendliche gehende Äste 
mit je einem Scheitel auf der in der xz-Ebene gelegenen Achse. 

Jede Ebene durch die z-Achse schneidet die Fläche in einer 
Kurve mit vier sich ins Unendliche erstreckenden Ästen; zwei 
gehen durch den Mittelpunkt und zwei haben je einen Scheitel 
auf der z-Achse. 

Ein durch die x-Achse gelegter ebener Schnitt ist ein we 
ginärer Kegelschnitt, eine Ellipse oder eine Hyperbel mit in der 
yz-Ebene gelegener Hauptachse, je nachdem der Winkel der 
Schnittebene mit der xy-Ebene kleiner als für eine Asymptoten- ° 
ebene, grösser als für letztere und kleiner als für eine Tangen- 


tialebene im Nullpunkt oder grösser als für eine solche Tan- 


gentialebene ist. | 

Bildet die durch die:x-Achse gehende Ebene E mit der 
xy-Ebene einen kleineren Winkel als eine cyklische Ebene, so 
wird für die zu E parallelen Schnitte des Hyperboloids der 
Brennpunktsort 8 der imaginären Schnitte eine Ellipse und der 
Ort 8’ der reellen Schnitte eine Hyperbel. Wird der Winkel 
grösser als für die cyklische Ebene, aber kleiner als für die 
Tangentialebene des Asymptotenkegels des Hyperboloids, so ist 
= eine Hyperbel und >’ eine Ellipse. Wenn endlich der Winkel 
grösser wird als für diese Tangentialebene, so bleibt > imaginär 
und > ist eine Hyperbel; die reelle Berührung der letztern mit 
dem yz-Schnitt des Hyperboloids fällt hier weg. 

Man erkennt, dass die Fläche vierter Ordnung aus vier ge- 


trennten Teilen besteht; zwei derselben liegen im Innern des 


Hyperboloids und enthalten.die Brennpunkte seiner reellen, zur 
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x-Achse parallelen Schnitte, und die beiden andern durchdringen 
sich längs der &-Achse und enthalten die Brennpunkte der ima- 
ginären Schnitte. Die vier in der yz-Ebene gelegenen Doppelpunkte 
degenerieren zu Berührungspunkten der Teilflächen. 


2. a<b. Die Tangentialebenen im Nullpunkt, die Geraden 
und Doppelpunkte in der yz-Ebene und der Asymptotenkegel 
werden imaginär; reell bleiben aber die Asymptotenebenen. Der 
yz-Schnitt ist eine Hyperbel, der zx-Schnitt eine Ellipse, und 
der xy-Schnitt wird imaginär. 


Fig. 12. 


Jeder Normalschnitt zur z-Achse (Fig. 12) hat zwei endlose 
Äste; die zur y-Achse parallele Achse ist immer imaginär, die 
andere reell, solange der Abstand der Ebene von der yz-Ebene 
OF,— Ya®—b? nicht übersteigt; bis dahin bleibt auch der 
Doppelpunkt isoliert, und die reelle Achse wird beständig kleiner. 
‘Für den Schnitt durch F, berühren die beiden Kurvenäste ein- 
ander. Nachher durchschneiden sie sich unter immer grösser 
werdendem Winkel. 
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Normalschnitte zur y-Achse (Fig. 13) bestehen aus zwei 
Ästen, deren asymptotische Richtung mit derjenigen der z-Achse 
zusammenfällt. Den Übergang vom x2-Schnitt zu einem benach- 
barten Parallelschnitt zeigt die Figur. 

Auch Normalschnitte zur z-Achse haben zwei zur x-Achse 
parallele Asymptoten. Anfänglich liegen die beiden Scheitel auf 
der Parallelachse zur x-Achse; dann berühren sich beide Äste, 
und nachher wird die andere Achse reell. 


Fig. 13. 


Schnitte durch die y- und 2-Achse haben eine reelle Achse 
und einen isolierten Doppelpunkt und bestehen aus zwei endlosen 
Ästen. 

Die Doppelgerade ist zwischen den beiden Punkten F, iso- 
liert (vergl. S 3). E 

Die Kegelschnitte der Fläche in Ebenen durch die z-Achse 
sind Ellipsen, reell jedoch nur, wenn die Schnittebene zwischen 
Asymptotenebene und x2-Ebene liest. Von den Kegelschnitten 
>’ und N wird also ersterer eine Ellipse als Brennpunktsort für 
die imaginären, zu E parallelen Schnitte des Hyperboloids und 
letzterer eine Hyperbel als Brennpunktsort für die reellen Schnitte. 
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Schliesst E mit der xy-Ebene einen grösseren Winkel ein als 
eine durch die x-Achse gelegte Tangentialebene des Asymptoten- 
kegels des Hyperboloids, so wird >’ imaginär, und die Hyperbel 
S, berührt den yz-Schnitt nicht reell. 

Die Brennpunktsfläche vierter Ordnung wird nur aus den 
Brennpunkten der imaginären, zur x-Achse parallelen Schnitte 
des Hyperboloids gebildet und verläuft ausserhalb des letzteren. 


Ill. Falle Die Fläche zweiten Grades sei ein einschaliges 
Hyperboloid. 


a) Schnitte parallel der imaginären Achse 
VEREINE EA 


Die Fläche vierter Ordnung ist von derselben Art wie die 
Brennpunktsfläche bei ebenen Schnitten des Ellipsoids parallel 
der kleinen Achse und verläuft ganz ausserhalb des Hyperboloids. 

S ist eine Ellipse, auf welcher die Brennpunkte derjenigen 
zu E parallelen Schnitte des Hyperboloids liegen, die von den 
beiden Tangentialschnitten eingeschlossen werden; die Hyperbel 
>’ wird von den Brennpunkten der übrigen Parallelschnitte zu 
E gebildet. 


b) Schnitte parallel einer reellen Achse (a >90, b >0O, e<d). 


1. a>b. Mit den durch die x-Achse gehenden cyklischen 
Ebenen des Hyperboloids werden auch die Tangentialebenen der 
Fläche vierter Ordnung im Nullpunkt reell; ebenso existieren 
die beiden Asymptotenebenen und der Asymptotenkegel, dessen 
Hauptachse die z-Achse ist. Die in der yz-Ebene gelegenen 
Geraden sind Nebendurchmesser der Haupthyperbel der Fläche 
in dieser Ebene, und daher fallen die vier Doppelpunkte in der 
yz-Ebene imaginär aus. Der x2-Schnitt ist eine Hyperbel mit 
der Hauptachse x und der xy-Schnitt eine Ellipse mit der grossen 
Achse in der x-Achse. 
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Alle Normalschnitte zur Doppelgeraden (Fig. 14) bestehen 
aus vier ins Unendliche sich erstreckenden Ästen. Wird die 
Schnittebene von der y2-Ebene aus verschoben, so bleibt die zur 
2-Achse parallele Achse der Kurve zunächst imaginär, und die 
reelle Halbachse nimmt von b an ab. Die beiden Kurvenäste, 
deren Asymptoten parallel den auf der Fläche gelegenen Geraden 
sind, durchschneiden sich im Mittelpunkt. Rückt die Ebene in 
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den Punkt F, (OF, =)Va?—b?) der x-Achse, so berühren sich 
diese Äste. Nachher wird der Doppelpunkt isoliert; die zweite 
Achse wird reell und wächst beständig. Geht die Ebene durch 
den Punkt F, (OF, =Va?— c?) der x-Achse, so berühren sich 
die beiden andern Äste des Schnittes. Von da an durchschneiden 
sich diese Zweige, und die zur y-Achse parallele Achse wird 
imaginär. Die Doppelgerade bleibt einzig auf den zu beiden 
Seiten des Nullpunktes liegenden Strecken F, F, isoliert. 
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Man erkennt aus diesen Schnitten, dass die Fläche vierter 
Ordnung sich aus zwei vollständig getrennten Teilen zusammen- 
setzt, einem innern und im Innern des Hyperboloids gelegenen, 
welcher die xy-Ebene in der zwischen den beiden Punkten F‘, 
liegenden Strecke der «-Achse durchsetzt und als Asymptoten- 
kegel denjenigen der Gesamtfläche besitzt, und einem äusseren, 
ausserhalb des Hyperboloids gelegenen, welcher die xy-Ebene in 
einer Ellipse und dem ausserhalb dieser Ellipse: gelegenen Teil 
der x-Achse schneidet und asymptotisch zu den beiden Asymp- 
totenebenen. verläuft. 


Ein Normalschnitt zur y-Achse mit der innern Fläche um- 


fasst zwei Äste mit je einem Scheitel auf der zur z-Achse pa- ' 


rallelen Achse; auch der Schnitt mit der äussern Fläche hat 
zwei ins Unendliche gehende -Äste. Bewegt sich die Ebene von 
der x2-Ebene aus, so hat jeder derselben auf der zur x-Achse 

‘ parallelen Achse des Schnittes je einen Scheitel; die reelle Achse 
nimmt beständig ab. Für den Tangentialschnitt y= b berühren 
sich die Äste, und nachher wird die andere Achse reell. Eine 
Normalebene zur z-Achse schneidet die innere Fläche in einem 
Oval, das gegen die xy-Ebene hin immer schmäler wird. Der 
Schnitt mit der äussern Fläche hat zwei endlose Äste mit je 
einem Scheitel auf der Parallelachse zu y. 


Wird eine Ebene um die y-Achse von der yz-Ebene aus 


gedreht, so entstehen als Schnitte mit der innern Fläche zwei 


sich ins Unendliche erstreckende und im Nullpunkt sich durch- 
schneidende Kurvenäste. Geschieht die Drehung über eine Tan- 
gentialebene des Asymptotenkegels hinaus, so erhält man eine 
geschlossene Schleife mit reeller Achse in der z=-Ebene. Sämt- 


liche Sehnitte mit der äussern Fläche umfassen zwei endlose‘ 


Äste mit je einem konstanten Scheitel auf der y-Achse. 


Schnitte durch die z-Achse mit der innern Fläche bestehen 
aus zwei durch den Nullpunkt gehenden Ästen und solche mit 
der äussern Fläche ebenfalls aus zwei endlosen Ästen mit je 
einem Scheitel in der xy-Ebene. 


oe 
a ee 


Er AR 


Ebenen durch die z-Achse zwischen der xy- und einer 
Asymptotenebene schneiden nur die äussere Fläche in Ellipsen; 
solehe zwischen der Asymptotenebene und der Tangentialebene 
der Fläche haben imaginäre Schnitte; alle weiteren Schnitte 
sind Hyperbeln mit der reellen Achse «. 

Ist der Neigungswinkel der Ebene E mit der zy-Ebene 
kleiner als für eine eyklische Ebene des Hyperboloids, so wird 
der Brennpunktsort >” eine Hyperbel und > fällt imaginär aus; 
>’ liegt auf der innern Brennpunktsfläche. 

Wird dieser Winkel grösser als für die cyklische Ebene und 
kleiner als für die durch die z-Achse gelegte Tangentialebene 
des Asymptotenkegels des Hyperboloids, so bleibt ®° imaginär 
und > ist eine Hyperbel; die Berührung derselben mit dem yz- 
Schnitt des Hyperboloids hört hier auf. Ist endlich der Neigungs- 
winkel grösser als für genannte Tangentialebene, so wird >’ und > 
eine Hyperbel ; X’ liegt auf dem äussern Teil der Brennpunktsfläche. . 


2. a<b. Für die Brennpunktsfläche vierter Ordnung fallen 

die Tangentialebenen im Nullpunkt, der Asymptotenkegel und 
die (seraden und Doppelpunkte in der yz-Ebene weg, und nur die 
beiden Asymptotenebenen bleiben reelle. Der yz-Schnitt ist eine 
Hyperbel, der xy-Schnitt eine Ellipse und der zx-Schnitt wird 
imaginär. Vertauscht man die y- und z-Achse miteinander, so 
liegen die Verhältnisse genau so wie bei der Brennpnnktsfläche 
des zweischaligen Hyperboloids, wo die ebenen Schnitte parallel 
der kleineren imaginären Achse ((a<b) geführt werden. Die 
Fläche vierter Ordnung ist daher von derselben Art wie im ge- 
nannten Fall; sie enthält nur Brennpunkte von Hyperbelschnitten 
des Hyperboloids. 
Schliesst die Ebene E mit der xy-Ebene einen kleineren 
Winkel ein als eine durch die ©-Achse gehende Tangentialebene 
des Asymptotenkegels des Hyperboloids, so wird der Ort > 
imaginär und > wird ein Hyperbel. Wird der Winkel grösser, 
so ist 8° eine Ellipse und > wieder eine Hyperbel. 
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S 6. 
Andere Ableitung der vorigen Brennpunktsfläche 
vierter Ordnung. 


Die folgende Betrachtung stützt sich auf den Satz: Der 
von einem Brennpunkte des ebenen Schnittes einer Fläche zweiten 
Grades ausgehende Tangentenkegel derselben hat die Schnittebene 
zur cyklischen Ebene. 

x? y? 2? 
die Gleichung der Fläche zweiten Grades, so heisst die Gleichung 
des Tangentenkegels vom Punkte (&o, Yo, 20) aus: 


(2 yo 2 
R= (4, —-ı) (5+44+5-1) 
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. Die eyklischen Ebenen dieses Kegels sind auch solche des 
Parallelkegels mit der Spitze im Nullpunkt. Da derselbe den 
gleichen unendlich fernen Querschnitt hat, so stimmen die Glei- 


chungen beider Kegel in den quadratischen Gliedern überein, 


und die.homogene Gleichung des Parallelkegels lautet. daher 
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Er bestimmt mit dem Kegel vom Nullpunkt über dem un- 
Sn fernen Kreis das Kegelbüschel 
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Die gemeinsame Durchdringungskurve aller Flächen des 
Büschels besteht aus den vier imaginären Geraden, die vom 
Nullpunkt nach den Schnittpunkten des absoluten Kreises mit 
dem unendlich fernen Querschnitte des Kegels X, gehen. Durch 
sie sind drei Ebenenpaare bestimmt, welche zu den Kegeln des 
Büschels gehören und von denen eines das reelle, cyklische 
Ebenenpaar des Kegels X, ist; denn der Schnitt jeder dieser 
beiden Ebenen mit X, enthält zwei unendlich ferne imaginäre 
Kreispunkte. Zu diesen cyklischen Ebenen durch den Nullpunkt 
gelangt man, indem man verlangt, dass die linke Seite der 
vorigen Büschelgleichung sich in Linearfaktoren auflösen lasse. 
Eine Kreisschnittebene des Kegels X, die Schnittebene der Fläche 
zweiten Grades wird, soll zur x-Achse parallel sein. Von den 
cyklischen Ebenen durch den Nullpunkt für den Kegel X, muss 
daher eine durch die x-Achse gehen. Einer der beiden Linear- 
faktoren darf also nur y und z, nicht aber x enthalten. Dafür 
ist nötig, dass der Koeffizient von x? in der Büschelgleichung 
verschwindet, und dies tritt ein für 


Geordnet heisst jetzt die Gleichung des cyklischen Ebenenpaares: 
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Sie zerfällt, wenn Be aus den Koeffizienten gebildete Deret: 
minante verschwindet: 
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Diese Beziehung gilt zwischen den Koordinaten &o, Yo» Zo 
eines Brennpunktes der zur &-Achse parallelen Schnitte der 
Fläche zweiten Grades. Die Entwicklung der Determinante 
ergibt, wenn 29, %, 20 durch z, y, 2 ersetzt werden, als Gleichung 

des Brennpunktsortes : 
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8 7. 
Schnitte eines Paraboloids mit Parallelebenen 
zu seiner Achse. 


Die eben entwickelte Methode kann auch auf das Paraboloid 
2 2 
A 
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angewandt werden. Als Gleichung des Tangentenkegels vom 
Punkte (x), Yo, 20) aus hat man 


a 


Kr (% PB) = HE y“ -(% + 24 ee 5 
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und als solche des Parallelkegels, dessen Spitze im Nullpunkt 

liegt: 3 
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Als Büschel von Kegelflächen kommt jetzt in Betracht 


RT: q 2 & Z LAK 2 p) R : 
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Da die Schnitte des Paraboloids parallel der 2-Achse geführt 
werden sollen, so darf von den beiden Linearfaktoren, in welche 
die linke Seite dieser Gleichung für das. cyklische Ebenenpaar 
von K, zerlegt wird, der eine nicht 2 enthalten. Die Glieder 


mit z° müssen also wegfallen, und dies ist der Fall für = 4 


sodass 
1 Ei a SER I (5 2 20 11% 
E ep an, Pr ze ne J 
& = 
u a Se Rz 0: 
die Gleichung des Ebenenpaares wird. Die Bedingung für das. - 
Zerfallen lautet | | 
ES Lo Yo wo 
lo A) + BD a?p 
_ ee el... 
a? b? b? a? p Sy b? p wir N 
er _IJo 
ap "» ? 
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Durch Entwicklung der Determinante findet man 


„2 y? 22 y? 92 a? p2 22 y? 
et) = 0 


als Gleichung für den Ort aller Brennpunkte der Parabelschnitte 


‚des Paraboloids. Er ist eine Fläche vierter Ordnung, 


welche die z-Achse zur Achse und Doppelgeraden hat. 

Wegen der Symmetrie der Fläche ist 

2 2\ 2 
(at) = 

die Gleichungihres Asymptotenkegels vierter Ordnung ; er zerfällt in 
die beiden doppelt gelegten Asymptotenebenen des 
Paraboloids.. In der unendlich fernen Ebene liegen daher zwei 
weitere Doppelgerade der Brennpunktsfläche, die unendlich 
fernen Geraden des Paraboloids. Geometrisch erklärt sich dieses 
Ergebnis dadurch, dass Parallelschnitte des Paraboloids zu einer 
Asymptotenebene in zwei Gerade zerfallen, von denen eine die 
unendlich ferne Gerade der Asymptotenebene ist, und dass des- 
halb die Brennpunkte des Schnittes im Unendlichen vereinigt sind. 

Da die drei Doppelgeraden sich im unendlich fernen Punkt 
der z-Achse schneiden, ist die Fläche vierter Ordnung eine 
Steiner’sche Fläche. Der Schnittpunkt der Doppelgeraden 
wird zum dreifachen Punkt. 

Ein beliebiger ebener Schnitt hat die Schnittpunkte seiner 
Ebene mit den drei Doppelgeraden zu Doppelpunkten, ist also 


‘eine rationale Kurve vierter Ordnung. 


Der Schnitt mit der yz-Ebene besteht aus der doppelt ge- 


b? a?b? 
legten z-Achse und der Parabel y„?= 2 a ge dem Brenn- 


punktsort für Schnitte des Paraboloids parallel der xz-Ebene 


‘(vergleiche $ 2) und der Schnitt mit der xz-Ebene aus der 


a?b? 
va 
dem Brennpunktsort für Schnitte des Paraboloids parallel der 


2 
doppelt gelegten z-Achse und der Parabel #? = en 


yz-Ebene. 


u BA. 
Ein Normalschnitt 2 = z, zur 2-Achse 


x? y? 2 x? y? 
© ar: 5) UNE +, @ — 2p2,) — 0 


ist eine Kurve vierter Ordnung, deren Achsen zur x- und y-Achse 
parallel laufen; sie hat auf jeder Achse zwei Scheitel und zwei 
Doppelasymptoten, die Schnittlinien der Schnittebene mit den 
‘ Asymptotenebenen, durch ihren auf der z-Achse gelegenen Doppel- 
punkt. | 

Von einer Parallelebene zur yz- oder xz-Ebene wird die 
Fläche in einer Kurve vierter Ordnung geschnitten mit einer 
zur 2-Achse parallelen Achse und zwei zur Achse parallelen 
Doppelasymptoten. 

Ebenen durch die z-Achse schneiden ausser der 2-Achse aus 
der Fläche einen Kegelschnitt, _der die z-Achse als Achse hat 
und durch den unendlich fernen Punkt derselben geht; der 
Schnitt ist also eine Parabel. Eine solche Parabel kann als 
Brennpunktsort gedeutet werden. Man betrachtet zu diesem 
Zwecke einen Achsenschnitt und die zu ihm parallelen Parabel- 
schnitte des Paraboloids. Ihre Brennpunkte liegen in einer 
zweiten Ebene durch die Achse des Paraboloids, welche mit 
der ersteren aus einem Normälschnitt zur z2-Achse ein Paar 
konjugierter Durchmesser schneidet. Die Brennpunkte liegen aber 
auch auf der Steiner’schen Fläche und bilden daher ihren Schnitt 
mit der zweiten Ebene durch die z-Achse, d. h. die obige Parabel. 
Der Scheitel ist der Brennpunkt des Achsenschnittes unter den 
parallelen Schnitten des Paraboloids. 

Durch Drehung des Koordinatensystems um die 2-Achse, 
bis die xz-Ebene in die Schnittebene fällt, resultiert mit Hilfe 
der Transformationsformeln 


SSR, Ay' Be A y Zr 
’ ya ae meinen 
als Gleichung der Schnittparabel 
Pr 2a’? 1-+ A) a (HM BIT 
. »0H+ 0m) Ken 


ZB 


wo 4 den Tangens des Neigungswinkel zwischen xz-Ebene und 
Schnittebene bedeutet. Aus der Gleichung entnimmt man als 
ab? (1 +4?) 


Halbparameter der Parabel die Grösse » (ta) 


Man ge- 


winnt so den Satz: 


Sind E und E’ zweiEbenen durch die Achse des 
Paraboloids | 


welche einen Normalschnitt zu ihr -in 'konju- 
gierten Durchmessern schneiden, so liegen die 
Brennpunkte der zu E parallelen Schnitte des 
Paraboloids in E auf einer Parabel; ihre Achse 
ist diejenige der Fläche, ihr Scheitel der Brenn- 
punkt des Schnittes: E, und ihr Halbparameter 
2n2 2 2 
hat die Län en a eagesetatwird 
und @« den Neigungswinkel zwischen E und der a- 
Ebene bezeichnet. 


In diesem Satze ist das Resultat von $ 2 als Spezialfall 
enthalten. 

Nach dieser Zwischenbetrachtung wird die Untersuchung 
der gefundenen Fläche wieder aufgenommen. Die Steiner’sche 
Fläche ist in Crelle’s .Journal (Band 63 und 64) und in den 
mathematischen Annalen (Band 3) ausführlich von Kummer, 
Weierstrass, Cremona, Schröter, Cayley und R. Sturm behandelt 
worden; es mögen daher an dieser Stelle einige Ergebnisse 
notiert werden. 

Parallelschnitte der Brennpunktsfläche zu den Asymptoten- 
ebenen sind Parabeln als Kegelschnitte mit einem unendlich 
fernen Punkt auf der z-Achse. Ein Tangentialschnitt zerfällt als 
Kurve vierter Ordnung mit vier Doppelpunkten in zwei Kegel- 
schnitte. Liegt als Originalfläche ein hyperbolisches Paraboloid 
vor, so haben die beiden Kegelschnitte zwei reelle Schnittpunkte 
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im Unendlichen, sind also Hyperbeln mit gemeinsamen Asymp- 
totenrichtungen. Ist aber die Fläche zweiten Grades ein ellip- 
tisches Paraboloid, so werden die unendlich fernen Doppelgeraden 
imaginär, und der Tangentialschnitt besteht aus zwei Ellipsen 
mit zwei reellen Schnittpunkten. 

Der Tangentenkegel von einem Punkte der Fläche aus hat 
vier Doppelkanten, zerfällt also in zwei Kegel zweiten Grades. 

Von einem beliebigen Punkte aus gibt es nach Kummer 
und Schröter unendlich viele Ebenen, welche die Fläche in zwei 
Kegelschnitten schneiden. Es sind im allgemeinen wieder Hyper- 
beln oder Ellipsen, je nachdem als Originalfläche ein hyperboli- 
sches oder elliptisches Paraboloid vorliegt. Es gibt somit un- 
endlich viele Scharen von Kegelschnitten auf der 
Fläche vierter Ordnung. Durch eine beliebige Raumgerade gehen 
drei Tangentialebenen der Fläche; ihre Klasse reduziert sich daher 
auf drei. | 

Cremona zeigt ferner, dass die Steiner’sche Fläche vier 
singuläre Tangentialebenen hat, welche sie in zwei 
vereinigten Kegelschnitten schneiden, sodass eine solche Ebene 
die Fläche längs des ganzen Kegelschnittes berührt. Die in 
diesen vier Ebenen gelegenen Geraden sind Tangenten der Fläche 
in zwei Punkten, und umgekehrt liegt jede Doppeltangente der 
Fläche, welche keine der drei Doppelgeraden schneidet, in einer 
der singulären Tangentialebenen. Speziell haben die Tangenten 
eines der Kegelschnitte S der Fläche in einer solchen Tangential- 
ebene mit der Fläche vier vereinigte Punkte gemeinsam, und 
infolgedessen ist das System der vier Kegelschnitte S der 
Ort der parabolischen Punkte auf der Fläche. Die 
Schnittlinie je zweier singulärer Tangentialebenen tangiert die 
zugehörigen Kegelschnitte $ in einem und demselben Punkte, 
welcher auf einer Doppelgeraden der Fläche liegt und ein Cuspidal- 
punkt derselben ist. Im Ganzen existieren sechs Cuspidal- 
punkte, je zwei auf einer Doppelgeraden. Jeder Kegelschnitt 8 
enthält drei dieser Punkte, die Schnittpunkte seiner Ebene mit 
den Doppelgeraden. Zu den Cuspidalpunkten der vorliegenden 


ee 


speziellen Steiner’schen Fläche, welche auf der z-Achse liegen, 


gelangt man mit Hilfe der Symmetrie der Fläche zur yz- und 


x2-Ebene. Die Tangenten in den beiden Punkten an die durch 
sie gehenden Kegelschnitte S müssen normal zur z-Achse sein 
und in der xz- bezw. yz-Ebene liegen ; ferner sollen sie die Fläche 
in vier vereinigten Punkten schneiden.. Die einzigen Geraden, für 
die dieser Fall eintritt, sind, wie aus der Betrachtung der Normal- 
schnitte der Fläche zur z-Achse hervorgeht, die Parallele zur 


2 2 
x-Achse durch den Punkt A, (or. — 3) und die Parallele 


zur y-Achse durch den Punkt, (or, — - der z2-Achse. Als 
Cuspidalpunkte auf der 2-Achse werden so die Scheitel 
der Hauptschnitte der Fläche mit der y2- und xz-Ebene oder die 
Brennpunkte der Hauptschnitte des Paraboloids 
erkannt. Scheitel der durch den Cuspidalpunkt F, gehenden 
Kegelschnitte S sind F, und je einer der Berührungspunkte der 
Tangenten von F, an den yz-Schnitt der Fläche und Scheitel der 
durch Fy gehenden Kegelschnitte S der Punkt F, und je einer 
der Berührungspunkte der Tangenten von F, an den x2-Schnitt. 
Damit sind auch die vier singulären Tangentialebenen selbt be- 
stimmt als Normalebenen zur yz- und xz-Ebene. Ihre Gleichungen 
lauten: 


Me b2 or a 
BT —Ya?— b2.y+ N Fi —Vb — ar. + de 
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1. Fall. Die Originalfläche sei ein elliptisches Paraboloid 
2 =0 00, as>b).:Da.die Asymptotenebenen der Fläche 
vierter Ordnung imaginär ausfallen, so sind alle ebenen Schnitte 
mit Ausnahme der zur z-Achse parallelen geschlossene Kurven. 
Die Brennpunkte der Schnitte des Paraboloids liegen im Innern 
desselben; also verläuft auch die Steiner’sche Fläche im Innern 
des Paraboloids. Solange eine Normalabene zur z-Achse sich 
nicht über F\, erhebt, wird der Schnitt mit der Fläche imaginär. 
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Der Schnitt durch 7, reduziert sich auf den Doppelpunkt. 
Nachher entstehen als Schnitte geschlossene Schleifen mit wach- 
sender reeller Achse in der xz-Ebene und wachsendem Winkel 


zwischen den Tangenten im Doppelpunkt. Der Schnitt durch‘ 


F, besteht aus zwei sich berührenden Ovalen. Von da an wird 
auch die zweite Achse reell, und beide Achsen nehmen beständig 
zu; der Schnitt ist ein Oval mit isoliertem Doppelpunkt, das 
anfänglich in der Richtung der y-Achse zusammengeschnürt er- 
scheint. Die z-Achse bleibt mit Ausnahme der Strecke F,F, 
eine isolierte Doppelgerade. Die Tangenten von F, an den yz- 
Schritt sind reell, diejenigen von 7, an den xz-Schnitt aber 
imaginär. Von den vier Kegelschnitten S werden daher nur zwei 
reell; es sind Ellipsen durch F\. 

Die Fläche vierter Ordnung kann auch als Spezialfall der- 
jenigen Fläche abgeleitet werden, auf welcher die Brennpunkte 
aller Schnitte eines Ellipsoids parallel der grossen Achse liegen, 
wenn man diese Achse unendlich gross werden lässt. 

Wird die Fläche zweiten Grades zu einem Rotationspara- 
boloid (b= a), so heisst die Gleichung der Fläche vierter Ord- 
nung: : j : 

ER T Y 22,4 
ta ee 
sie zerfällt also in die doppelt gelegte z-Achse und ein Rotations- 
paraboloid, dessen Scheitel der Brennpunkt eines Meridians der 
Originalfläche und dessen Meridian zu demjenigen der Oviginal- 
fläche kongruent ist (Vergl. S 2). 


2. Fall. Die Originalfläche sei ein hyperbolisches Para- 
boloid (a > 0, 5? <.0). 

Der x2-Schnitt der Brennpunktsfläche ist nach oben ge- 
öffnet und hat seinen Scheitel F auf der negativen z-Achse; 
der yz-Schnitt dagegen ist nach unten geöffnet, und sein Schei- 
tel F, liegt auf der positiven z-Achse. Jeder Normalschnitt zur 
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2-Achse hat zwei reelle Doppelasymptoten und besteht aus vier 
Ästen. Solange die Schnittebene sich nicht über Fı erhebt, 
durchschneiden sich zwei Äste im Doppelpunkt und die beiden 
andern besitzen je einen Scheitel auf der zur y-Achse parallelen 
Achse; die zweite Achse des Schnittes ist imaginär. Nähert sich 
die Schnittebene der zy-Ebene, so nimmt die reelle Achse ab. 
Geht die Ebene durch F\,, so berühren sich die beiden ersten 
Kurvenäste. Erhebt sich die Ebene über F,, so wird auch die 
Parallelachse zur x-Achse reell und wächst fortwährend, während, 
die andere weiter abnimmt; der Doppelpunkt ist jetzt isoliert. 
Für den Schnitt durch Fe wird die zur y-Achse parallele Achse 
gleich Null, und die beiden andern Äste berühren sich. Nach- 


. her bleibt diese Achse imaginär; zwei Äste durchschneiden sich 


wieder, und zwei haben je einen Scheitel auf der reellen Achse. 

Die z-Achse ist eine nur auf der Strecke F\ F, isolierte 
Doppelgerade. Die Tangenten von F} an den yz- und von P 
an den x2-Schnitt werden imaginär; daher sind auch die vier 
Tangentialebenen, welche die Fläche in einem Kegelschnitt be- 
rühren, und die vier Ouspidalpunkte auf den unendlich fernen 
Doppelgeraden imaginär. 

Die betrachtete Fläche geht duch aus dem Brennpunktsort 
des einschaligen Hyperboloids für Parallelschnitte zu einer reellen 
Achse als Spezialfall hervor. | 


Ss 8. 
Zentralschnitte einer Fläche zweiten Grades. 


Zur Bestimmung des Ortes der Brennpunkte der durch das: 
Zentrum einer Fläche zweiten Grades gehenden ebenen Schnitte: 
geht man wieder bequem davon aus, dass für den Brennpunkt 
eines Schnittes der von ihm ausgehende Tangentenkegel die 
Ebene zur cyklischen Ebene hat. 


Re 


Der Tangentenkegel vom Punkte (xy, Yo, 2) an die Fläche 


22 yo 28 
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"hat die Gleichung 
Ki 2 
tele 
und sein Parallelkegel mit der Spitze im Nullpunkt nach $ 6: 
een | 


(m No oa TE Ya 
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Um seine Kreisschnitte zu finden, bestimme man zunächst 
‚diejenigen des Kegels 


K, = 4x” + By? + 02? +2Ayz +2 Bac +2 lCay=0. 


Beide Kegel sind identisch, wenn gesetzt wird: 


a? \b? ce 
Ira 2 
u 
A) 23 
ei) 
ee, 
RUF RER ROY 
a 
It RR =2°”+y?’+2z?, so bleibt nach $ 6 in der Gleichung | 
ae. K,—-I\R,=0 


4 so zu bestimmen, dass sie ein Ebenenpaar darstellt. Dafür ist 
nötig, dass die Determinante 

A—4 C B' 
GERT C B—4 4’ I=0 


BE gene 


wird, welche aus den Koeffizienten von (2) gebildet ist. Die 
Wurzeln dieser kubischen Gleichung in A führen auf die Kreis- 
schnittebenenpaare von X, durch den Nullpunkt. Bringt man (3) 
in die Form 


N kn BR — 2 -DB+6=0, so ist 
X=A+B+60 8=4?-+B?-4 0? — BO— (0A— AB, 
(5) ARCIB: 
EIER TE 
DEARE 


Durch Elimination von A aus 2) und 4) entsteht für die 
Gesamtheit der drei cyklischen Ebenenpaare die Gleichung 


(012. Sr — K’+AK, KR, +%. KıK EEK, —0. 


Daraus wird die Gleichung der sechs Kreisschnittebenen 
des Kegels X durch die Spitze (xo, Yo, 20) gefunden, indem man 
&, % 2 bezw. durch 2—20, Y--Y, 2—2, ersetzt. Irgend eine 
dieser sechs Ebenen schneidet die Fläche zweiten Grades in 
ienem Kegelschnitt, für welchen der Punkt (&,, Yo, 20) ein 
Brennpunkt ist. Nun soll aber (x, % 20) Brennpunkt eines. 
Zentralschnittes sein; d. h. es muss eine der sechs Ebenen 
durch den Nullpunkt gehen, sodass die Gleichung des Ebenen- 
sextupels für =0, y=0, z=0 erfüllt wird. Werden diese 
Werte eingesetzt, so resultiert als Bedingung für einen Zen- 
tralschnitt mit dem Brennpunkt (x, Yo, 20) eine Gleichung, 
die mit (6) übereinstimmt, wenn an Stelle der laufenden Koor- 
dinaten x, Yo, 20 eingeführt werden. Gleichung (6) stellt dann 
den Ort der Brennpunkte aller Zentralschnitte der Fläche zweiten 
Grades dar. 


E Pürey —Ynr2— Ro Wird 


2er 


X Yo” EB 2 2 
(7) ee Be FE (Bere: N + Yo +% = 


Aus den Gleichungen (5) und (1) ergibt sich ferner: 


Be 
9....1=--,, | Hr te tan 
E= (a? +5?) 2 - Er (b?e? + c?a?—+ a>3)|. 
a 1 Yo 
Ge a en ı) 


‚|@0° + 90°+ 20) — (a4 3203). 


& erreicht nur scheinbar den sechsten Grad in x, Yo, 20 und 


reduziert sich auf: 


1 le Yoe Vase 2 
(SE. | a > 1) 


Die Gleichung 6) der Brennpunktsfläche, in welcher die ein- 
zelnen Grössen durch die Gleichungen 7) bis 11) bestimmt sind, 
steigt scheinbar bis zum zehnten Grade an. Bringt man sie 
aber auf die Form | 


(12) ara ne — K?+AR RB (öÖ RK, +CR)KR?’=0, 

so wird | 
ee 

BEACH altern) 


- a’ + an Ko) 8 + 2 "ri a) 0 oe | 


uud die Fläche ist von der achten Ordnung. Bezeichnet man 
jetzt die laufenden Koordinaten mit x, y, 2, so entsteht nach 
Multiplikation von 12) mit a®25°’c? als Gleichung der Fläche: 


a ae, + a 
— |? +09) 224 (+ 0°) y° + (a? +29) 2 — (Wer + et’ + 0238) |. 
re (© + y° + 2°) 


Deal, 
@+» +9 (54443) -@ ++ 
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Sie enthält nur Glieder achten und sechsten Grades und 
lautet endgültig: 


N 


2 y’e” 


03 p2.8 ae a), a | 


2 +54) ty te (44) 


—@ ++] : E a — (a2 +y+2)|=0 
oder 


m... @+n49 (54443): 


a lea) +) | 
— (a 0) a ee 


le a9 + 39%] = 


M’Cay hat, ebenfalls von den Kreisschnitten des Tangenten- 
kegels einer Fläche zweiten Grades ausgehend, zur Bestimmung 
dieser Fläche achter Ordnung einen andern Weg eingeschlagen, 

"der im Folgenden entwickelt werden soll (Vergl. Salmon-Fiedler, 
anal. Geom. des Raumes, 1. Teil, 4. Auflage, S. 376). 
Zunächst sei daran erinnert, dass bezogen auf die- Achsen 


a 2 2 
der Fläche | a, 1-0 


AS 


Be re 


das System der zu ihr konfokalen Flächen zweiten Grades die 


Aus hat: _ Taer a Ka 73 nn ;—_1=0. 


Durch einen beliebigen Raumpunkt (x), Yo, 20) gehen drei 
dieser Flächen, nämlich ein Ellipsoid, ein einschaliges und ein 
zweischaliges Hyperboloid. Die zugehörigen Paramenterwerte 
4? sind die Wurzeln der kubischen Gleichung 


. 20% (912) (49) +y0° (12) (>12) + 20° (012) (>13) 


— (0212) (#12) (2) = 0. 


Die drei Normalen im Punkte (zu, Yo 20) zu den durch 
ihn gehenden konfokalen Flächen bilden die Achsen des Tangenten- 
kegels der gegebenen Fläche zweiten Grades vom Punkte 
(£9, Yo, 20) aus. Bezeichnen a’, b’, ce’; a”, b', c” und @”, b’,c- 
die Halbachsen dieser konfokalen Flächen, so heisst die Glan 
des Tangentenkegels bekanntlich 


2? 


(27) Se ERRFTE] Ber en. —0, 


wenn die vorigen Normalen als Koordinatenachsen genommen 
werden. Die Wurzeln der Gleichung (1’) seien A?, u?, v?, dann 
gelten für die Halbachsen der drei konfokalen Flächen die- 
Relationen 
ET v2 —h2_ 42 a 
(3') ler =? —u? ,b’=b—_u?l, co eu, 
a”?— a?—»? ,b"—b— 2,0" —e — v:, 


Von den drei Paaren der Kreisschnittebenen durch die- 
Spitze des Tangentenkegels hat dasjenige durch die y-Achse im. 
neuen Koordinatensystem die Gleichung: 
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Eine dieser beiden Ebenen soll Zentralschnitt der gegebenen 
Fläche zweiten Grades werden; ihr Mittelpunkt hat aber die 
Koordinaten 


u. et RU | 

die (4’) erfüllen, und dabei bezeichnen »’, p’, p” die Längen 
der Normalen, welche vom Mittelpunkt auf die Tangentialebenen 
der drei konfokalen Flächen. gefällt werden. Nun ist (Salmon- 
Fiedler, anal. Geom. d. Raümes, 1. Teil, 4. Aufl., Art. 279): 


_ BES 1% / a”: MS WS 
; a?b?e?2 2 b"2 ce"? 


= (a’ 3, Be 2) (a’ 2 = le 2) DB aa N a2) (a” 2% >) 
Ei 2 5 2 P 2 


De: —— mo 2) 772) Ze} : 
(2-02). (a 0. °) 


Daher wird aus (4) mit Hilfe von (5’) und (6): 


29) / Is IMS m In 
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Führt man hier aus (3°) die Werte ein, so resultiert als 
Beziehung zwischen A? und v?: 
(8)... 429? (A? 4+v2) — (+52 +0) 2? Ha?! —=0. 
Die Gleichung (1’) hat als Summe und. Produkt ihrer 


_ Wurzeln 
+ u? +v’—= a? +b?+c? — (+ yo? + 20), 


/ P} 2 2 
N 12 u? v»? — — a2 b2 ec? E en 


| Die Substitution von A?v? und A? +»? aus (9°) in (8) 
ergibt: 


u =i (0° + 0° + 20°) 


Be 1 


Die Einsetzung dieser Wurzel «u? in % führt auf die 
Gleichung des Ortes der Brennpunkte aller Zentralschnitte der 
Fläche zweiten Grades. Man findet die scheinbar bis zum 
zwölften Grade ansteigende Gleichung 
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+8 +9) + E+)yP+ @ +) a +42). 
22 Y° g? 2 ge? y? 2? 
(+54 5) + b? ba ER e 


— (b?e? -e?a? +a2b?) (w +y2 +2) (% y° ah Be. 
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ee ya ar e (2 y2 2 | 
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Nach Division mit dem fremden Faktor er .- sta = 


heben sich die Glieder zehnten Grades weg, und es bleibt: 


er: Epurn: 
(@’+y?+ 2°) +43 _ 


: : Es 22 2 22 22 2 22 = 4 


2 aa 2 um HER 2 2\ „2 2,798 a y° 2 
+[0 +0) 22+ (+) y’+ (a +5) 2a Hy te) ort 


(b2c?+ 02a? Ip, (72 „2 Yı z BIETE a 
— (b20?+ e2a?+a2D?) (+ y? +23) | as tarbiet atgetze 


Diese Gleichung ist die mit (—1) multiplizierte frühere 
Gleichung (13). Beide Lösungen stimmen daher. genau überein. 


Der gefundene Brennpunktsort erweist sich als eine mit 
der Fläche zweiten Grades konzentrische und koaxiale 
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Fläche achter Ordnung, deren Zentrum ein sechs- 
facher Punkt ist und deren Achsen Doppelgerade 
sind. Der Kegel sechster Ordnung, auf welchem die Tangenten 
der Fläche im Nullpunkt liegen, zerfällt in die drei Ebenenpaare: 


die cyklischen Ebenenpaare durch die Achsen der Fläche zweiten 
Grades; von ihnen ist jedoch nur eines reell. Damit hat die 
Brennpunktsfläche im Nullpunkt zwei Tangentialebenen, 
welche durch eine der drei Doppelgeraden gehen. 
Jeder Zentralschnitt wird eine Kurve achter Ordnung mit einem 
sechsfachen Punkt im Mittelpunkt; von den sechs Tangenten der 
Kurve in ihm sind aber nur zwei reell, die Schnittlinien der 
Schnittebene mit den Tangentialebenen im Nullpunkt. 

Wegen ihrer Symmetrie besitzt die Fläche einen Asymp- 


totenkegel achter Ordnung mit der Spitze im Nullpunkt; 
er zerfällt in die drei Kegel 


ala BR Er Bu air 
br 2\2 ce? — a”)? a? — b°\2 
a eu eg, 


Der erste Kegel geht nach dem imaginären, absoluten Kreis 
in der unendlich fernen Ebene; der zweite Kegel ist der Asymp- 
totenkegel der Fläche zweiten Grades, und der dritte Kegel ist 
ein solcher vierter Ordnung und hat die drei Koordinatenachsen 
zu Doppelerzeugenden. 

Bringt man seine Gleichung auf die Form 


(a? x? +0? y? 2 52 E ee RENT Bas 
De 92 0x2) et er Br 


so ist ersichtlich, dass er den Asymptotenkegel der Fläche zweiten 
Grades längs der vier imaginären, gemeinsamen Mantellinien 
dieses letztenr und des Kegels über dem absoluten Kreis berührt. 
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Diese Geraden liegen, wie aus der Gleichung (I) hervorgeht, auch 
auf der Fläche achter Ordnung. Der unendlich ferne Querschnitt 
derselben besteht aus- einer rationalen Kurve vierter Ordnung, 
deren Doppelpunkte die Richtungen der Koordinatenachsen sind, 
dem absoluten Kreis, welcher Berührungskurve zwischen der 
Fläche und der Nullkugel um den Nullpunkt ist, und dem un- 
endlich fernen Querschnitt der Fläche zweiten Grades, längs 
welchem sich beide Flächen berühren. Diese unendlich ferne Be- 
rührung zwischen Original- und Brennpunktsfläche folgt geo- 
metrisch daraus, dass die Brennpunkte des Schnittes der Fläche 
zweiten Grades mit einer Tangentialebene ihres Asymptotenkegels 
im Unendlichen vereinigt liegen. 

Die drei Doppelgeraden werden durch die Brennpunkte der 
Achsenschnitte der Fläche zweiten Grades gebildet (Vergl. $ 3). 
Jede cyklische Ebene durch eine Achse schneidet die Fläche in 
acht Geraden durch den Nullpunkt; zwei. derselben fallen in die 
Achse; die sechs übrigen sind imaginär und vereinigen sich 
zweimal zu dreien in zwei von den oben genannten imaginären - 
Geraden der Fläche. Jede Gerade durch den Nullpunkt, welche. 
in einer cyklischen Ebene liegt, trifft die Fläche in acht im 
Nullpunkt zusammenfallenden Punkten. 

Die yz-Ebene schneidet die Fläche nach den beiden Doppel- 
geraden y und z und der Kurve vierter Ordnung 

212 2 2 p2 

+9 ++), 
dem DBrennpunktsort für Schnitte der Fläche zweiten Grades 
durch die x-Achse (Vergl. $ 3). 

Der Schnitt mit der zx-Ebene besteht aus der doppelt ge- 
legten z- und x-Achse und der Kurve vierter Ordnung 

2 12 2 2 

+2) +5) et 
dem Brennpunktsort für Schnitte der Fläche zweiten Grades 
durch die y-Achse. 
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Der Schnitt mit der xy-Ebene setzt sich zusammen aus den 
Doppelgeraden z und y und der Kurve vierter Ordnung 


DE HIT. «2 =y? 
et + Fer 0, 


dem PBrennpunktsort für Schnitte der Fläche zweiten Grades 
durch die z-Achse. . 

Eine Normalebene zu einer Achse schneidet die Fläche in 
einer Kurve achter Ordnung mit einem Doppelpunkt auf dieser 
Achse und Achsen parallel den beiden andern Flächenachsen ; 
von den Asymptoten haben je zwei die Richtung einer Kurven- 
achse und die übrigen vier gehen durch den Doppelpunkt parallel 
den Asymptoten des zum Schnitt parallelen Hauptschnittes. 

Ein durch eine Doppelgerade gelester Schnitt besteht aus 
der Doppelgeraden und einer Kurve sechster Ordnung mit vier- 
fachem Punkt im Nullpunkt. Von den Tangenten in ihm sind 
höchstens zwei reell, nämlich die Schnittlinien der reellen cyk- 
lischen Axialebenen mit der Schnittebene. Die Doppelgerade und 
die Schnittlinie der Schnittebene mit der zu ihr senkrechten 
Hauptebene sind Achsen der Kurve. Die Asymptoten werden 
aus den drei Asymptotenkegeln geschnitten; zwei sind immer 
imaginär. 

Bei Parallelverschiebung der betrachteten Normalschnitte zu 
den Achsen und bei Drehung der Achsenschnitte kommt man zu 
einem vollständigen Bilde der untersuchten Brennpunktsfläche, 


1. Fall. Die Originalfläche sei ein Ellipsoid (a>b>e). 
Sämtliche Asymptotenkegel fallen imaginär aus. Die Zentral- 
schnitte des Ellipsoids sind Ellipsen ; deshalb liegt die Fläche 
achter Ordnung im Innern des Ellipsoids. Die Schnitte mit der 


zx- und xy-Ebene sind die Kurven in Fig. 1 und 2; derjenige 


mit der yz-Ebene ist imaginär.. 

Die Tangenten im Doppelpunkt eines Normalschnittes 2—=x, 
bleiben nur reell für Va — »=Z|r,) = Ya? — e?. Die x-Achse 
ist also mit Ausnahme der beiden symmetrisch zum Nullpunkt 
gelegenen Strecken zwischen den Brennpunkten F% und F3 
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(OF, = Va? —.ce?, OF; = Ya? — b2) des xz- und xy-Schnittes des 
Ellipsoids eine isolierte Doppelgerade. Ist die Ebene der yz-Ebene 
benachbart, so wird der Normalschnitt ein Oval mit isoliertem 
Doppelpunkt und zwei Scheiteln auf jeder Achse. Für den yz-Schnitt 
selbst reduziert es sich auf die doppelt gelegte Strecke der y- 
Achse zwischen den Brennpunkten F\ des yz-Schnittes des EI- 
lipsoids (OF, — Yb?— c?). Bewegt sich die Ebene von der yz- 
Ebene aus, so wächst die zur z-Achse parallele Achse der Kurve 
von Null an, während die andere Achse wenig von OF, ver- 
schieden ist. Später nehmen beide Achsen ab, bis für den Schnitt 
durch /3 die Parallelachse zur z-Achse wieder gleich Null wird; 
die Kurve besteht aus zwei sich in 3, berührenden Ovalen. 
Von dieser Stellung an ist nur noch die zur y-Achse parallele 
Achse reell und nimmt fortwährend ab; der Schnitt ist eine 
geschlossene Schleife. Gelangt die Ebene nach F%,, so reduziert 
sich der Schnitt auf F%,; alle übrigen Schnitte werden imaginär. 

Normalschnitte zur y-Achse zwischen den beiden Punkten 
F, sind geschlossene Schleifen, deren reelle, zur x-Achse parallele 
Achse mit wachsender Entfernung der Ebene von der zx-Ebene 
abnimmt; alle weiteren Normalschnitte zur y-Achse fallen ima- 
ginär aus. Ausserhalb OF, ist die y-Achse isoliert. 

Normalschnitte zur z-Achse haben einen isolierten Doppel- 
puukt; nur die zur x-Achse parallele Achse ist reell, und auf 
ihr liegen vier Scheitel. Erhebt sich die Schnittebene über die 
xy-Ebene, so erhält man als Schnittkurve zwei immer kleiner 
werdende Ovale, welche sich schliesslich auf ein Punktepaar 
reduzieren, wenn die Ebene zur Doppeltangentialebene wird. 
Weitere Schnitte sind imaginär. Die z-Achse bleibt vollständig 
isoliert. 

Schnitte durch die z- und x-Achse sind Schleifen wie die 
Normalschnitte zur y-Achse, erstere mit reeller Achse in der 
xy-Ebene, letztere mit reeller Achse auf der x-Achse. 

Schnitte durch die y-Achse werden Ovale mit isoliertem 
vierfachem Punkt, solange die Ebene gegen die «y-Ebene weniger 
geneigt ist als eine cyklische Ebene. 
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2. Fall. Die Originalfläche sei ein zweischaliges Hyper- 
boloid. (e>0, a? <0, b?<0, |a>)b). Reelle Asymptoten- 
kegel der Fläche achter Ordnung sind derjenige des Hyper- 
boloids und der Kegel vierter Ordnung, welcher die x- und 
y-Achse zu eigentlichen Doppelgeraden hat, während die z-Achse 
isoliert bleibt. Die beiden Tangentialebenen der Fläche im Null- 
punkt gehen durch die x-Achse. 

Vom xy-Schnitt sind nur die beiden Doppelgeraden reell; 
den yz- und zx-Schnitt hat man in Fig. 3 u. 4. 

Jeder Normalschnitt zur x-Achse hat einen eigentlichen 
Doppelpunkt, sodass diese Achse selbst eine nicht isolierte Dop- 
pelgerade der Fläche ist. Die zur y-Achse parallele Achse des 
Schnittes bleibt imaginär; auf der reellen liegeu zwei Scheitel. 
Zwei Kurvenäste durchschneiden sich im Mittelpunkt und haben 
als asymptotische Richtung diejenige der y-Achse. Die beiden 
weiteren Äste gehen je durch einen Scheitel, und ihre Asymp- 
toten sind die Parallelen zu den Asymptoten des yz-Schnittes 
durch den Doppelpunkt. 

Normalschnitte zur y-Achse besitzen ert dann einen eigent- 
lichen Doppelpunkt, wenn der Abstand von der z&-Ebeue grösser 
als OF3 = yb’—.a?” wird; die zur «-Achse parallele Achse ist 
beständig imaginär. Von den vier Kurvenästen haben diejenigen 
zwei, deren Asymptoten _parallel zu den Asymptoten des zw- 
Schnittes liegen, je einen Scheitel auf der reellen Achse, die 
beiden andern Äste mit der asymptotischen Richtung der x-Achse 
ebenfalls, wenn die Ebene die y-Achse zwischen O0 und F3 
schneidet. Für den Schnitt durch F%, berühren sich diese beiden 
letztern Äste und nachher durchschneiden sie sich im Doppel- 
punkt. Die y-Achse ist nur zwischen den beiden Punkten F,, isoliert. 

Jeder Normalschnitt zur z-Achse hat vier reelle Asymptoten, je 
zwei parallel der x- und y-Achse; ein eigentlicher Doppelpunkt ist 
nur vorhanden, wenn die Schnittebene zwischen den Punkten 7, 
(OF, = Ve? - b?) und F, (OF, = Ye? — a?) der z-Achse liegt. 
Die z-Achse bleibt mit Ausnahme der beiden Strecken F\F% 
isoliert. Erhebt sich die Ebene über die xy-Ebene, so besteht 
der Schnitt aus vier Ästen mit je einem Scheitel auf der reellen, 
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zur y-Achse paralleleu Achse. Dann vereinigen sich je zwei 
Scheitel, ‚sodass je zwei Äste sich berühren; hierauf entstehen 
Schnitte mit zwei imaginären Achsen. Später treten zu den 
vier ins Unendliche gehenden Ästen zwei anfänglich sehr kleine 
und fortwährend wachsende Ovale, die sich für den Schnitt 
durch F' berühren. Für Schnitte zwischen F, und F, werden 
diese Ovale durch Schleifen und nachher durch ein einziges 
Oval ersekzt. | 

Die betrachteten Schnitte zeigen, dass die Brennpunktsfläche 
achter Ordnung aus zwei von einander getrennten Teilflächen be- 
steht. Der im Innern des Hyperboloids gelegene Teil hat den 
Asymptotenkegel des Hyperboloids ebenfalls zum Asymptoten- 
kegel und wird von den Brennpunkten der reellen Zentralschnitte 
des Hyperboloids gebildet. Der äussere Teil hat den Kegel vierter 
Ordnung zum Asymptotenkegel und umfasst die Brennpunkte 
der imaginären Zentralschnitte des Hyperboloids. 

Schnitte der Fläche durch die Achsen haben zwei oder vier 
endlose Äste. 


3. Fall. Die Originalfläche sei ein einschaliges Hyperboloid - 
(a>0, b>0, ce<0, a>b). Reelle Asymptotenkegel der 
Fläche achter Ordnung sind der Asymptotenkegel des Hyper- 
boloids und der Kegel vierter Ordnung, der die x&- und y-Achse 
als eigentliche und die z-Achse als isolierte Doppelgerade hat. 
Die Tangentialebenen der Fläche im Nullpunkt gehen durch die 
x-Achse. Die z2-Achse ist eine ganz isolierte Doppelgerade; da- 
gegen bleibt die x-Achse nur auf den beiden symmetrisch zum 
Nullpunkt gelegenen Strecken #3F, (OF, = Ya?—b?, OR, — 
Va? --c?) und die y-Achse einzig zwischen den beiden Punkten 
F, (OF, = Vb?— ec?) isoliert. Die Schnitte mit der yz-, zx- und 
xy-Ebene sind in den Fig. 5, 6 und 7 gegeben. 

Ein Normalschnitt zur x-Achse umfasst vier Äste und 
hat vier Asymptoten, zwei parallel denen des yz-Schnittes und 
zwei parallel der y-Achse. Bleibt der Abstand der Schnittebene 
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von der y2-Ebene kleiner als OF%,, so durchschneiden sich die- 
jenigen beiden Äste, deren Asymptoten parallel denen des yz- 
Schnittes laufen, im Doppelpunkt und die beiden andern Äste 
haben je einen Scheitel auf der zur y-Achse parallelen Achse 
der Kurve. Für den yz-Schnitt selbst reduzieren sich diese 
Äste auf die doppelt gelegte y-Achse ausserhalb den Strecken 
OF,. Nähert sich die Ebene dem Punkt 7, so nimmt die 
reelle Achse des Schnittes ab. Geht die Ebene durch 7%, so 
berühren sich die beiden ersten Äste in F%,. Jetzt wird 
der Doppelpunkt isaliert und auch die zweite Achse ist 
reell; sie wächst von Null an, während die andere immer noch 
abnimmt. ‘Jeder Ast hat einen Scheitel. Für den Schnitt durch 
F, berühren die asymptotisch zur y-Achse verlaufenden Äste 
einander und durchschneiden sich von da an im Doppelpunkt. 
Die zur y-Achse parallele Achse bleibt imaginär und die reelle 
wächst über alle Grenzen. 

Gleichfalls besteht ein Normalschnitt zur y-Achse aus vier 
Ästen, zwei mit Asymptoten parallel denen des zw-Schnittes und 
zwei mit solchen parallel der x-Achse. Die zur z-Achse 
parallele Kurvenachse wächst von Null bis ins Unendliche, wenn 
die Ebene von der z2x-Ebene aus verschoben wird; die andere 


nimmt beständig ab und wird schliesslich imagivär. Für die 


beiden Äste, deren Asymptoten parallel denjenigen des zw- 
Schnittes laufen, liegt je ein Scheitel auf der ersteren, für die 
asymptotisch zur x-Achse verlaufenden je ein Scheitel auf der 


‘ letztern Achse. Für den Schnitt durch 7, berühren sich diese 


beiden Äste und nachher durchschneiden sie sich im Doppelpunkt. 

Ein Normalschnitt zur z2-Achse setzt sich zusammen aus 
einem Oval mit isoliertem Doppelpunkt und vier weiteren ge- 
trennten Ästen, welche je die asymptotischen Richtungen der 


'x- und y-Achse haben. Ist die Schnittebene die xy-Ebene, so 


reduziert sich das Oval auf die doppelt gelegte Strecke zwischen 
den beiden Punkten 7, und die vier endlosen Äste gehen in 
das Oval von Fig. 7 und die ausserhalb desselben gelegenen 
Teile der z- und y-Achse über. Erhebt sich die Ebene über 
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die xy-Ebene, so wachsen beide Achsen des Ovals allmälig über 
alle Grenzen. 

Ein Schnitt durch die z-Achse hat vier ins Unendliche 
gehende Äste; zwei derselben schneiden sich im Nullpunkt und 
zwei haben je einen Scheitel in der xy-Ebene. 

Die Fläche besteht auch hier aus einer innern, vom Hyper- 
boloid umschlossenen Fläche, gebildet von den Brennpunkten der 
elliptischen Zentralschnitte, und einer äusseren, gebildet von den 
Brennpunkten der Hyperbelschnitte des Hyperboloids. 


Ss 9. 
Die Brennpunkte eines beliebigen ebenen Schnittes 
einer Fläche zweiten Grades. 


I. 


Eine erste Methode zur Bestimmung der Brennpunkte irgend 
eines ebenen Schnittes hat Salmon (Salmon-Fiedler, analytische 
Geometrie des Raumes, 1. Teil, 4. Aufl., S. 374) gegeben, aus- 
gehend von der Schar der zum Schnitt mit der Fläche konfokalen 
Kegelschnitte, zu denen auch das gemeinsame Brennpunktspaar 
gehört. Es sei 

auto yP+a2?’+aw= 
die Gleichung einer zentrischen Fläche zweiten Grades in homo- 
genen Punktkoordinaten und 


Sa+tny+{lz+ow=0 
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diejenige einer Schnittebene &. Ist nun $=0 die Tangential- 
gleichung der Schnittkurve und >’ =0 diejenige der imaginären, 
absoluten Kreispunkte der Ebene E#, so lautet bekanntlich die 
Gleichung der Schar konfokaler Kegelschnitte 

Sen il), 


Die Bedingung, unter welcher die Schnittlinie der beiden 


. Ebenen 
Ectny+lz+ow=0ud BE: a+tny+lz+touw=0 
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die Fläche zweiten Grades berührt, heisst 
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Ve ER 
5 5 ee 0 oder 
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Z=(a0n’+a a, C? + 9,0; w °) ee ar) nz 
+ (a, 9, w 2 1L0,0,8 ?+0,0% 1° Frau 57 Fa? + amt). w* 
I n°—20,4,08 ERS ae Mr 
—92908Ww" 8Ww—20504,N w aa En E00. 


Dies ist die Gleichung des Schnittes der Ebene # mit der 
Fläche in Ebenenkoordinaten &, n, 5, w. 

Betrachtet man die absoluten Kreispunkte der Ebene #£ als 
Sehnitt von Z mit dem unendlich fernen absoluten Kreis 

| PP +0=0, 

so folgt als Tangentialgleichung derselben sofort: 
Sri (+ 7?+ C2).(&2 ei: n? en re En n+ & &)2 =0R 

Jetzt lautet die Gleichung Z—ANY—0 der konfokalen 
Kegelschnitte ausführlich: 


[(asa,n?+ a1a, + 02a; w = Li = 
+ [(a, a, ©? +9 @°’ +00 ') — 4(d?+8°)] n” 
+ [(a1a3 « 02 +05’ + 0,7 7?) ar 5 
+ (e,5°’+0a7° w? 
— 2 (a1 a, — 4) 7. n°— 2 (a4, —4) ae 15—2 (su—ı)E nn. es 
FE: 2na,N w: no —2ımL wiw=(. 
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‚Die Substitution der Werte für 7), ir aus den drei lehite ' 
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„dieser vier Gleichungen in die Bedingungeglaich@tes für A ergibt 


Sr > 


‚Ortes in der Form 
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2. Beispiel, MS .aoll dar Ort er) Biere Kae 
‚Zentralschnitte für dieselbe Fläche zweiten Grades 23 
werden. 


-schnittschar 


- F 5 
ir n en Wr 7 E 

= y: ö Erf A 

; A f s Pu we 
” > B + er E va 
4 wo x er > N „ir zn Ar 
= I RR Fe DR er nn 
; Er ee oF E- 
rn „ Kern ri Were r er 4 e ES 


BO 


ns. 
2, 
1547 
BERE- 
er 
ww 
ur 
nn 
= 
ww 
+ 
>> 
Da 
NEN 
Ur 
- [807 
Re 
re rer a 
Fe 
2 | 
So} 
u. 
Re 
IN 
ww 
+ 
ER 
—- 
ar 


und die Gleichung für A: 


et at tt] 
| | He "4724 20) =0 oder 
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Mit Hilfe dieser Gleichung entsteht als Tangentialgleichung 
der Brennpunkte | 


N Ale 
I ! ll N 4 
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Hieraus entnimmt man für die Koordinaten der Brennpunkte 


- / ä a, 
ı—- S en = = wm — no — 
| N ee ah ee +) 


Die Auflösung der drei ersten dieser Gleichungen nach 


&, n', © und die Substitution der Werte in die Gleichung für 
4 ergibt 


gen et tm=0 
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Endlich führt die Einsetzung der Werte für &, »/, 
für A aus dieser Gleichung in den Ausdruck für w? auf 
Brennpunktsort. Man findet = 


etrtal] ++ rer] 


+ a4 +9 (3444 
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+ satte | 
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oder nach Multiplikation mit a?b?e?: 
2 a? — b2)2 2 
(x? + ++ I ee way? 
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Salmons Methode kann ebenso bequem auf das Parabolo 
a,0?—+a?y?—+ 2a;zw—=0 angewandt werden. Als Tan An 
tialgleichung seines Schnittes mit der Ebene Er 

 Sa-+tr7y+&H4tow— 0 entsteht: 
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s Er en 0) ae eh, - &u 
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ind daher als Tangentialgleichung der konfokalen Kegelschnitte 


fa: 42a lo —I.?+9]2+ [38 + 2a 4Cw — 1? + €]? 
E20 rer 79)? — a0? w—2(a,a; 7 wW —MmE)nL 
El En— 20,08 10) 
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, Die Bere dieser Gleichung heisst 
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E hie frühere ee für A nimmt jetzt die 
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Salmons Methode kann ebenso bequem auf das Paraboloip > 
a2? +a?’y’+2aszw—=0 angewandt werden. Als 'Tangen- 
 tialgleichung seines Schnittes mit der Ebene in 

Fat y+&H+ow—0 entsteht: 
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amd daher als Tangentialgleichung der konfokalen Kegelschnitte 
[a1 0 + LE? +9] a 02 oe) 


2 (0; 8w — AE)LE—2 (3 — N) En En — 20,08 Eu 
20, And 70-2 (a,a; &?—+ az a, ve Re ara 


\ N Die Reziproke dieser Gleichung heisst 
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(a0 — Mi is 1. 
eS — 90? —A(E? +7?) 109 5?+19; 7’ +uml m 
A903 8? + Als ee — 1m 0,{? 


Die frühere Bedingungsgleichung für A nimmt jetzt die 


* 


Form an: I gi 
k=a0L DRBunayT R | 

aa: +4 724201020, 20) (m +7 ° + + @)E) 2 22 
5 + (035? + may’? A RL, 


w? 


# fe: 72420,0,tw —I+{9]2+[ad?+ 2a alw — Ad? + E2)]n? 


Br, ie 
3. Beispiel. Es soll der Sn der Brennpunkte aller 
x” = = om _g 
p 


Parabelschnitte des Paraboloids 


gefunden werden. 

Für Ü=0 entsteht als Tangentialgleichung der Schar 
konfokaler Parabeln 
[2 + 21 7£ 


1 £2 ee 2 Be 2 >| 

E ame 84 (5 A) Er. ap 
Eon Bern Te (5 ? 23) & 

+25 LE 5 En 2 Dis a®p 00 


ferner als solche des Brennpunktes der Schnittparabel, da sich 


die Gleichung für A auf} = FE reduziert 


eu 2 q) Re re: a 2-0 2 | 
en [retro 
Daraus sind die Koordinaten des Brennpunktes: 

2,0 270 ‚ ’ 

= FE a SEHR: | 


I — bp I a?p 


Die Elimination der Grössen &, 7, ® aus diesen vier 


Gleichungen liefert als Gleichung des Ortes 
2 nn 


+ +42) + p? u, 


a? 


Für w=1 ist dies das Resultat von S 7. 


17 


ir 


I 0 


I 


Eine zweite Methode der Brennpunktsbestimmung von 
M. L. Painvin (Nouvelles Annales de math&matiques, 2. Serie, 
Bd. 3, Jahrg. 1864) stützt sich im Wesentlichen auf den Satz: 
Ein Brennpunkt einer Kurve zweiten Grades ist der Mittel- 
punkt eines Nullkreises, der sie doppelt berührt; Berüh- 
rungssehne ist die Direktrix zu diesem Brennpunkt. 


(20, Yo, 20) sei ein Brennpunkt des Schnittes der Ebene 
E=zm+nwyH+@e—-r=0 


und der Fläche zweiten Grades 


F(x2,y,2)=41%-+ 0Yy’ +03; 2? + 203; y2+2q,320+2 a, 2Y 
+2a,20 + 2a,Y9+ 243,2 +au=0. 


Die Nullkugel (« — 20)’ + Yy—Y) + &— 2%)” =0 und 
die Fläche F' werden von der Ebene E in zwei sich doppelt be- 
rührenden Kurven geschnitten. Durch Paralleltransformation des 


Koordinatensystems nach (x, Yo, 20,) gehen die Gleichungen der 
Fläche und der Kugel über in: 


M&G y?+a3;2°+2a,y2 +2a,2X0 +2a,,0Y 
+ FF, C++ F,'yV + F2'2 + F(& Yo, 20) = 0 
und 2? y’+2°=0; dabei ist: 
Fz, =204,% + 209% + 2413204 204, 
Fy, = 2412 %&0 + 2933 Yo 4 2 093 204 2424; 
Fz, = 20,3% + 2935 Yo + 2433 204 2434. 


Die neue Gleichung der Ebene E lautet me +ny +g2 =0. 


Die Berührungssehne der obigen Schnittkurven oder die 
zum Brennpunkt gehörige Leitlinie des Schnittes £ mit der 
Fläche 7 liegt in der Polarebene dieses Brennpunktes in Bezug 
auf F und hat daher die Gleichungen: 


Fr, = F% y-+F;, 2 +2 Fa, Yo, &0) —0 und 
me +Hny +g2 —0. 


EA 


Die Sehne gehört aber auch dem Kegelschnittsbüschel 


je Ber (22 y?+a3,2?+ 2a y + 20,02 + 2a, Ye Er 
+ Fa, 'xc + er 2 + F (a0 9020) = 0 = 
Be +ny-+g7 —=0 
an, das obige Kurven zu Grundkurven besitzt. Bedeutet Adem 
Parameterwert, der zur Berührungssehne gehört, so folgt aus. 
den beiden Darstellungen die Identität: 


A118? Ass y? +a3,2?+20, 8 y+ 20; 28 + 203; yz & 
+ Fu, + Fu Y 4 Fa 2 + F% 4%) Ya = 
2 Ei 
SA (Pr, elle, 2) 
Durch Vergleichung der absoluten Glieder bestimmt sich: 
die Konstante % zu: De 1 
4 F (x, Yo, 20) ' 
wodurch die identische Gleichung auf 


(1) 4 F’(z0, Yo, 20) [a1 x? + QgoY ? a5 2?+ 2a, y + 2443 Eh 3 
+20y2—ka’+y’+ N): u DI 
reduziert wird; dabei genügen x',y,z’ der Relation - 

me + ny +40. 
Drückt man hieraus eine der drei Veränderlichen, z. B. 2° 
durch die beiden andern aus, und führt man ihren Wert in (1): 
ein, so erhält man durch Gleichsetzung der Koeffizienten von 
x, xy und y? auf beiden Seiten drei Ve Tree 
Yo 20, und dazu tritt noch 


Mt NY +90 — r —I. 
Nach Elimination von A bleiben noch drei Gleichungen zur Bestim- 
mung der Koordinaten x,, Yo, 20 eines Brennpunktes des ebenen 
Schnittes. | 
In der Identität (1) kann auch x’ oder y ersetzt ve 2 
sodass man auf neun Gleichungen kommt, von denen jedoch nur: 
je drei unabhängige sind. Man wird deshalb zur Vereinfachung; 
der Rechnung unter ihnen geeignete, symmetrische auswählen. 


Be N a I 


RR Ue 
l. Anwendung auf Schnitte der Fläche 
22, 2 
ae SR = 
parallel zur x-Achse. Die vorige Identität (1) heisst 


a 


2 2 PR: 22 2 g? : ; R 
a a en] 


zugleich ist y-+g=0. 


Eliminiertman 2, so führt die Koeffizientenvergleichung 
in der neuen Identität auf 


Yo N2o _ 


b? ge? Gr I 


rt ra) ir 


2 


1 n? n 
Bra 14)=0, und dazu ist 


Mt go —r—). 
Aus diesen Gleichungen lassen sich x), Yo, 20 bestimmen. 


Die Elimination von 4 und aus den ersten drei Gleichungen 


ergibt, wenn &9, Yo, 20 durch x, y, 2, ersetzt werden, als Glei- 
chung des Brennpunktsortes der Schnitte wie früher 


IN Baer a BEN 33 8 
ale a y.+2 a? 2a) —(° = ya? a »)=0. 


ce? 


2. = nwendung auf Zentralschnitte der Fläche 
Ben, en Die Identität (1) ist die nämliche wie 
chin Wird aus ihr 2’ vermöge der Gleichung ma’ +ny+qg2'=0 


eliminiert, so entsteht durch Koeffizientenvergleichung das System 


. 


— 86 — 
(we) 2. mir a] (ee 
2 tet late 
2 (= 


ausserdem ist: mau +ny + 920 = 0. 


Zum Brennpunktsort aller Zentralschnitte gelangt man durch 
Elimination von A,.m, n und g. Es sei abkürzend bezeichnet: 


Re _ an: 2 


E 


Zur Bestimmung von 4 werden die ersten drei Gleichungen 
von (2) am bequemsten bezw. mit x”, %- und x,y, multipliziert 
und addiert; unter Berücksichtigung der vierten Gleichung von 
(2) findet man dann: 

F+1 
A) = — —, 
@ F(&o°+Y0”+20°) 


Man ersetzt die dritte Gleichung von (2) der Symmetrie 
wegen durch eine neue, die man erhält, wenn in der Identität 
y statt 2’ eliminiert wird; sie ergibt sich auch durch Addition 
der bezw. mit n?, m? und (—mn) multiplizierten ersten drei 
Gleichungen von (2). Werden x, y, 2 an Stelle von &o, Yo 20 
eingeführt, so resultiert als geeignetes Gleichungssystem : 


»lE-ır 2)=0 
a 


Bene at a Y)=0, 


mtny+qg2=0 oder 


— 37 — 


am: C+2 mx +? A=0, 


En C+H2we te? B=0, 
a”m? B+ 2mnay + bn?A—=0, 
met ny+qg=0, 


2 | 2. / Br z y? { 2? 
FA) Ar y—-n=B|,Fl-e)—,= 0 


gesetzt wird. Da A bekannt ist, bleiben noch m, n, q zu elimi- 
'nieren. Dies geschieht am einfachsten durch Addition der ersten 
‚drei Gleichungen von (6) unter ann der vierten Glei- 


chung. So entstehen: 


(B+ 05 na m’+ 4: b?n? 


B a?m?’—+ (o+ 1-23, 


| Ca®’m?+ Cb’n? 


En A 
B 0L4 a 
roroa C 
= Bl: I Er at 0 
Hal, +2B",., oc re 


ist bereits die Gleichung des Brennpunktsortes, 
chungen 3), 4) und 7) berücksichtigt werden. Der Ausdruck in 
der eckigen Klammer verschwindet aber, wie man unter Zu- 

 hilfenahme von 4) und 7) leicht ersieht; die Gleichung reduziert 
sich daher auf | 


+ (4+ 8-2 ee 2=0, 


drei ‘in a?m?, b’n? und, c”’q?” homogene, lineare Sign 
Das Bliminationsresultat _ 


2 es 


aryrz? 
a?b?c? 


wenn 


+Adg= 


En+Be?=0, 


— () oder 
2? 
FE 
222? =] 
el 
— 2 AB CN 


wenn die Glei- 


BL 
Ya 
En; 
2 


ne 
ae 


4 DEF 1 
BE er 


* E } & - 42 , ö . 


ee 


F-as) a-u) d-en - | 
jan end, +0-en (—a m}, + ae anne 


Setzt man jetzt für A und F' die Anhören Werte ein, und 


dividiert man die Gleichung durch den fremden Faktor 
2? 8 


1 at I) ‚ so entsteht: 


2% „2 2 
++ 1)@ +y2 +22) ta? = 


[I 


SiS 
LO) 
GE 
Sn 
w| 
NEE) 


152) 


/m2 2 2 
BD art rmrllr 


En 
Kr 
se 


wm 
med N En 
W Ä . in $ n 
f. x yı B „4 £) 


1) 
a, SR 
ee, 

En | 


22 3 2 / 
N 1\@ +4) a 


=5 
+ 


Gases ee y? 27 1) 2 y? 
2 Ir ARE 2 21% | 
— le 4912 > (@’+y? ee ed 
Pe na = y? 22 
ran) ern re rt] 
2 2 ee En 
El) een 
02 y2 22 ae y E s EN 
Di er) EN B a 
22 [22 ze | | Be (x? ye 
Ha lernt) ae 


us# 


K/p2 3ER 28 ge: er! 
ten ı) (x? ae +7 4 


Die Gleichung erreläht nur scheinbar den 12. Grad: bei der ax 
Ausrechnung beiben nur Glieder 8. und 6. Grades, und es wird. 
endgültig als Gleichung des Me Ortes gefunden: & 


Bin 
7 


RR : 


Rx 2 2 2: 
ee) + +) |atat + 52% + 09) E: Yet ar ty Hey] 


= [e (+2) en re] 
7 ergo ]- 


ein Resultat, das ohne weiteres mit dem in $ 8 gefundenen 
in Übereinstimmung gebracht werden kann. 


3. Anwendung auf Schnitte des Paraboloids 
eye 9er = 
NT — () parallel zu seiner Achse. 


Hier lautet die frühere Identität (1): 


Pr ; 2 ’2 Ba 
Seele 
la? ' »® 2 p 7 = B2 
ferner ist m&’+ny —0. Nach Substitution von y' in die Iden- 

 tität ergibt die Koeffizientenvergleichung: | 


/ ! 4 27 
44 +) ; 


a b? 


Ben, m. Me 
weine: = ZT a 

? Lo |, Yo” &0 1 ; 

ee + en a ee zudem ist ma, + any — r =. 


"Die Elimination von 4 und, aus den ersten drei Gleicnungen 


führt auf den Ort der Brennpunkte aller Parabelschnitte des 
ahaioids, Aus der 1. und 2. Gleichung folgt 


e AR 2 
b’x0” + 4° Yo 


_ und daraus mit Hilfe der 3., wenn x, Yo, 20 durch , y, 2 
ersetzt werden, wie früher: 


7? y? x? y? £ a?:b? x? y? 
Grhla+h- 22) Gt = 0 


REES 


109% 

Gestützt darauf, dass für den Brennpunkt eines ebenen 
Schnittes der Fläche zweiten Grades als Spitze der zugehörige 
Tangentenkegel die Schnittebene zur cyklischen Ebene hat, können 
die Brennpunkte irgend eines Schnittes ebenfalls bestimmt werden 
(M. L. Saltel, Nouvelles annales de mathematiques, 2. Serie, 
Bd. 9, Jahrg. 1870). 

Bei gleicher Bezeichnung wie bei der vorigen Methode hat 
der Tangentenkegel vom Punkte (%o, Yo, 2) an die Fläche 
F(x, y, 2)=0 die Gleichung: 


1) K=Z4A4F(&, Y 20). F(& 9 2) — (Pat aa RT in. F7, Ai: 


Durch Nullsetzen der Summe aller quadratischen Glieder | 
in (1) entsteht die Gleichung des Parallelkegels X, zuX mit 
der Spitze im Nullpunkt: | | 


2)... Ko = Aı C++ Agsy? + As 2? + 2 As yet 2 4,22 22 nn 
wo Aı =4&F (x Yo, 20) 1 — Fo; As; = 4 F (&o, Yo, 20) Qu — Fy, Fa 
Ag =4F (&, Yo, 20) Ag —Fyr Ası =EE (0, Yo, 20) Ası Ka En 
45; =4F (%, Yo, 20) a3 — Fa’, A1ı=4F (vo, Yo 20) aa — Ex, Fys ? 


zu setzen ist. 
Die Schnittebere E= me wy gg — r —=0 
und die Parallebene u, = m + ny-+ qg2 = 0 
sind gleichzeitig Kreisschnittebenen von X und X,. Das cyklische 
Diametralebenpaar des Kegels X, gehört dem Kegelbüschel 


Ro —ı (@?+y”’+2°) = 0 oder a 
8) Au—M&’+ (As —A)y?+ (Ass —1)2?+2 Aysy2+2 A,ı20 +2 Auay= 0 


an. Damit diese Gleichung in zwei lineare zerfällt, muss 


Eu I T u” IN FE FRE, Ich PUNRE WEN a Bd R rs a Be Die END IEE 


A 


DEINEN 


bestimmt. Eine der Ebenen (3) muss jetzt die Ebene Ey, sein, 
‘sodass beide Ebenen die drei Koordinatenebenen in denselben 
Geraden schneiden. Dadurch findet man 


er (Au—#) n®+ (As — 4) q 0, 
©)... (A —A) + (As — Am’ — 2 Ay m=0, 
BE R.5; (Ay: — Am? a ee) n?— 2 A,ımn— 0. 


Irgend zwei dieser Relationen bestimmen mit 


(6) X | MET MYyo 420 — —0 
unter Berücksichtigung von 4) die Koordinaten der Brennpunkte. 
Diese Methode ist wenigstens teilweise in den > 6—8 ver-- 
_ wendet worden. 


wu. 


woraus sich der Parameterwert für das Kreisschnittebenenpaar 
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